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Prologo

Propésito del libro

Los estudiantes de economia de hoy necesitan diversas herramientas matematicas importantes. Entre
otras, son necesarias el calculo para funciones de una y varias variables, asi como unos conocimien-
tos bdsicos de los problemas de optimizacién en varias variables, con restricciones o sin ellas. El
Algebra lineal se usa en teoria econémica y mas extensamente en econometria. Todas estas técnicas
son utiles, y hasta esenciales, para los cursos superiores de economia, como economia del trabajo,
organizaci6én industrial y finanzas piblicas. Los estudiantes de otras ramas, como la economia del
desarrollo y del medio ambiente, en las cuales hay que considerar la evolucién de un sistema econé-
mico a lo largo del tiempo, pueden sacar un enorme partido de la teoria de ecuaciones diferenciales
y en diferencias.

La experiencia indica que bastantes profesores de estas ireas de la economia suelen asignar
como trabajo a los estudiantes la lectura de articulos recientemente publicados. Asi ven que, en
general, la base matemdtica de los estudiantes no es adecuada para entender incluso los trabajos
menos técnicos de este tipo. Incluso estudiantes que hayan realizado con aprovechamiento cursos
intermedios en micro y macro—economia han utilizado poco célculo, si es que lo han utilizado. En
general, los conocimientos de célculo que tienen los estudiantes de economia provienen, bien de la
ensefianza media, bien de cursos impartidos por los departamentos de matemdticas de sus propias
Facultades durante los primeros afios. Estos conocimientos no suelen sobrepasar la barrera de las
funciones de una variable y, en general, se han adquirido per se, sin ver aplicaciones al campo de la
economia.

El propésito de este libro es ayudar a los estudiantes a adquirir las habilidades matemadticas
que necesitan para leer los articulos de economia menos técnicos, al menos, y asi ser capaces de
desempeifiar una labor de economistas o de analistas financieros en el mundo contemporineo. Como
el titulo del libro indica, se trata de un libro de matematicas, en el cual el material estd ordenado
de tal manera que los conocimientos se van adquiriendo progresivamente. Si, al mismo tiempo, el
estudiante adquiere algunas intuiciones o técnicas econémicas muy elementales, tanto mejor. A veces
damos importancia a lo econémico no solamente para motivar un tema matematico, sino para ayudar
a tener una intuicién matemadtica. Obviamente, para entender los ejemplos econémicos que aqui se
exponen, serd bueno que el estudiante tenga un cierto conocimiento rudimentario de economia y de
lo que ésta trata. Sin embargo, es posible estudiar este libro antes de embarcarse en estudios de
economia propiamente dichos.

Este no es un libro sobre economia ni sobre economia matematica. Esperamos que los estudian-
tes aprendan teoria econémica, de forma sistemadtica, en otros cursos. Consideraremos que habremos

xvii
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tenido éxito cuando estos estudiantes se puedan concentrar en la parte puramente econdmica de
dichos cursos, sin preocuparse de las matemadticas subyacentes, que ya hayan aprendido aqui.

Caracteristicas especiales

Desde luego que éste no es el primer texto del mundo escrito con el propdsito que acabamos de
indicar. Pero creemos que una parte de su originalidad radica en c6mo se ha organizado el material
que contiene, Uno de los autores (Sydsater) es profesor de matemadticas en un departamento de eco-
nomia. Tiene muchos afios de experiencia ensefiando a estudiantes materias de este tipo en Noruega,
y gran parte del contenido de este libro estd basado y traducido de sus libros de texto, escritos en
noruego, que han sido utilizados ampliamente en Escandinavia. El otro autor (Hammond) ha inves-
tigado y ensefiado teorfa econémica a ambos lados del Atlantico, y tiene una larga experiencia en
la utilizacién de variadas técnicas matemadticas en el analisis econémico. También ha explicado cur-
sos de matemdticas para economistas, durante varios afios, en el departamento de economia de la
Universidad de Stanford.

A lo largo de todos estos afios hemos reunido un cierto nimero de ejemplos resueltos, asi
como problemas para proponer a los estudiantes. Incluimos en el libro una amplia seleccién de
ellos. Somos conscientes de que nosotros mismos aprendimos bastante del material que incluimos a
base de ejemplos y problemas. El hecho de que los libros de texto contengan un gran nimero de
problemas es cldsico para libros de matemadticas, pero quizds no tanto en los de matemadticas para
economistas. Este libro contiene las soluciones de los problemas con mimeros impares. Las otras se
pueden encontrar en otro libro, Instructor’s Manual.!

Hay otro aspecto de los problemas que merece la pena destacar. Aparentemente algunos de ellos
contienen un exceso de notacién. Por ejemplo, una expresién del tipo Ang’ab se podria sustituir
simplemente por una constante c¢. Pero el punto importante de estos problemas es el ensefiar al
estudiante a ver cuando se pueden hacer esas sustituciones y para qué sirven. Ademds, en muchos
de los casos, la notacién de esos problemas esta tomada de articulos publicados de economia.

Temas estudiados

Hemos incluido una gran parte de material elemental en los primeros capitulos del libro, asi como
en los apéndices. La experiencia indica que es muy dificil empezar un libro como éste a un nivel
que sea realmente demasiado elemental. Hoy dia, los estudiantes que ingresan en nuestras Facultades
de Econémicas tienen una amplia cantidad de conocimientos bdsicos y técnicas matemadticas, desde
unas reglas algebraicas elementales hasta una cierta facilidad para el calculo con funciones de una
variable. Sin embargo, hemos creido necesario incluir estos temas introductorios para que sirvan
para refrescar conocimientos a aquellos estudiantes que los tengan mas flojos, de tal manera que
todos pueden incorporarse al estudio del nicleo del libro. De nuevo esto viene motivado por la
necesidad creciente de técnicas matemadticas en cursos avanzados de economia.

Hemos incluido en el Instructor’s Manual algin material para tests, con la finalidad de que
estudiantes y profesores puedan comprobar la marcha del curso. El profesor ajustard el punto de
partida y el ritmo a la situacién particular de sus estudiantes. Pero es mds importante que quien
estudia pueda ver por si mismo sus particulares puntos fuertes y débiles, sobre todo para pedir ayuda
para salvar éstos. Asi es probable que los primeros capitulos sean de mds utilidad a los estudiantes
menos aventajados. Ademds, la gran cantidad de ejemplos econémicos, como los problemas de
optimizacién cuadritica del Capitulo 3, se ponen para motivar a los estudiantes que hayan podido
encontrar tedioso estas materias en el pasado.

' N. del T. No traducido al espafiol en el momento de la publicacién de este libro
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Después del material introductorio en los Capitulos 1 a 3 viene un tratamiento sencillo del
célculo en una variable, contenido en los Capitulos 4 a 11. Creemos que este es la materia que debe
contener un curso elemental de este tipo. Luego viene el Algebra lineal (Capitulos 12 a 14), célculo
en varias variables (Capitulos 15 y 16), teoria de la optimizacién (Capitulos 17 a 19) y ecuaciones
en diferencias y diferenciales (Capitulos 20 y 21), como materias importantes en economia. En un
cierto sentido los capitulos 12 a 21 son el niicleo del libro, la primera parte del cual es el Algebra
lineal. Las personas que tengan una buena base de célculo en una variable casi pueden empezar aqui.
De los primeros once capitulos necesitaran solamente revisar rapidamente algunos temas especiales
no tratados en los cursos estdndar de calculo.

La ordenacion de los capitulos tiene su légica, aunque hay algunas otras posibilidades. Por
ejemplo, se podria haber puesto el Capitulo 19 (sobre programacién lineal) antes del 14, o incluso
del 13 (sobre algebra lineal). En este caso las referencias al teorema de Kuhn-Tucker tendrian que
ser pospuestas hasta después del Capitulo 18. También es posible que algunos profesores no quieran
detenerse mucho en la integracion, especialmente en el Capitulo 11, y que la falta de tiempo impida
estudiar los dltimos capitulos.

Conceptos y técnicas clave

Las personas menos- ambiciosas pueden querer concentrarse en aprender justo lo esencial de cada
capitulo. Por eso se han enmarcado estos puntos en el texto, para resaltar su importancia. Los pro-
blemas son esenciales para la comprensién de los conceptos, y se deben hacer los més elementales.
Las personas con mds ambiciones, o las dirigidas por profesores mas exigentes, deben intentar los
problemas mds avanzados. También pueden estudiar las secciones opcionales o el material en letra
pequeiia. Este dltimo proporciona explicaciones de por qué ciertas técnicas son adecuadas, 0 es una
demostracién de un resultado. Siempre que sea posible, el estudiante debe saber por qué son ciertos
los resultados y por qué hay que intentar resolver los problemas de una cierta forma; por eso hemos
incluido explicaciones a nivel adecuado. Somos conscientes de que, aunque s6lo una minoria de
estudiantes comprendera el libro en su totalidad, los otros pueden estar interesados en adquirir una
cierta intuicién de las matemadticas que estudian.

Otra razén para incluir en el libro este tipo de material es que este texto puede servir de base
para que profesores de departamentos de matemdticas que quieran dar cursos, o partes de cursos,
especializados en aplicaciones a la economia. Ademds, si comparamos este libro con lo estandar
para cdlculo en algunos departamentos de matemadticas aplicadas, vemos que nosotros damos mas
explicaciones y demostraciones.
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1

Introduccion

El mundo econdémico es una regién nebulosa.

Los primeros exploradores usaron visién no asistida.

La Matemdtica es el faro mediante el cual lo que antes

se veia tenue ahora surge con trazos firmes y marcados.

La vieja fantasmagorfa' desaparece.

Vemos mejor. También es mayor el alcance de nuestra vision.
—Irving Fisher (1892)

1.1 POR QUE LOS ECONOMISTAS USAN LAS MATEMATICAS

La actividad econémica ha sido parte integrante de la vida humana durante miles de afios. La
misma palabra “economia” viene del griego clasico y significa “gestion doméstica”. Incluso antes
de los griegos, habia vendedores y mercaderes que mostraban comprensién de ciertos fenémenos
econémicos. Por ejemplo, sabian que una cosecha pobre implicaba un aumento de precio del maiz,
pero que una escasez de oro provocaba una disminucién de este precio. Durante muchos siglos los
conceptos econdémicos mas basicos se expresaban en términos sencillos, que requerian solamente una
matematica rudimentaria. A los vendedores, mercaderes, agricultores y otros agentes econémicos
les bastaban donceptos como enteros y fracciones, junto con las cuatro reglas de la aritmética, para
discutir y debatir las actividades y sucesos econémicos que afectaban a sus vidas diarias. Con
esas herramientas los mercaderes tenian suficiente para su contabilidad y para calcular los precios.
Incluso los calculos de intereses de los préstamos no revestian complicacién. La aritmética bastaba
para cumplir estas tareas, aun sin los conceptos de cero y de sistema de numeracién decimal. Cuando
se necesitaba un aparato para calcular, el abaco tenia suficiente potencia.

La ciencia de la economia dio un giro en redondo en el siglo XVII con la publicacién de
trabajos como el de David Hume, Political Discourses (1752), el Tableau Economique de Frangois
Quesnay (1758-1759), o The Wealth of Nations de Adam Smith (1776). Se empezaron a formalizar

l“Fantasmagorfa” es un término inventado en 1802 para describir una exhibicién de ilusiones épticas producidas por
una linterna magica.



2 Capitulo 1/ Introduccion

los razonamientos econdémicos y a desarrollarlos en teorfas. Esto creé la necesidad de expresar
interrelaciones e ideas, de complejidad creciente, de una manera automatica. Hacia mitad del siglo
XIX algunos autores comenzaron a usar las matematicas para elaborar sus teorias. Entre los pioneros
estaban economistas como Agustin Cournot (que fue el primero en definir y dibujar una curva de
demanda y en usar el cdlculo diferencial para resolver problemas de maximizacién en economia)
y Léon Walras (que se distinguié por redactar y resolver el primer modelo multiecuacional para
el equilibrio general de oferta y demanda en todos los mercados simultineamente). Descubrieron
que muchas de sus ideas se podian formular de forma mds efectiva usando lenguaje matematico,
que inclufa simbolos algebraicos, diagramas y gréficos sencillos. En verdad, el uso del lenguaje
matematico ha hecho posible la introducciéon de conceptos econémicos mucho mas sofisticados y de
teorias econdmicas cada vez mas complejas.

Hoy dia es esencial para un estudiante de economia una comprension sélida de las matemati-
cas. Aunque se pueden dar de forma clara, sin usar matemadticas, razonamientos convincentes de
problemas econémicos sencillos que impliquen dos o tres variables, si queremos considerar muchas
variables y la forma como interaccionan, es necesario recurrir a un modelo matematico.

Por ejemplo, supongamos que un organismo gubernamental planea dar una gran cantidad de
nuevos permisos de construccién en un terreno que controla. ;Qué consecuencias tendrd esto para
el empleo? En principio, la incidencia mayor estard en el sector de la construccién, debido a la
creacion de nuevos puestos de trabajo. Sin embargo, la construccién de casas nuevas requiere ladri-
llos, cemento, acero para refuerzos, madera, cristal y otros muchos materiales. Asi debe crecer el
empleo en las empresas de suministro de estos productos. Pero estas empresas necesitan, a su vez,
materiales que fabrican otras, y asi sucesivamente. Ademds de todos estos efectos de produccién, el
crecimiento del empleo conlleva el de los ingresos. Si éstos no son completamente absorbidos por
los impuestos, se producira una mayor demanda de bienes de consumo. Esto, a su vez, implicara
una mayor necesidad de nuevos empleos entre los productores de bienes de consumo y, de nuevo,
el flujo de datos de entrada crece. Al mismo tiempo hay respuestas del sistema. Por ejemplo, mas
ingresos generan mds demanda de vivienda. De esta forma, tanto los cambios positivos como los
negativos en un sector de la economia de transmiten a los otros.

La ensefianza de este ejemplo es que el sistema econdmico es tan complejo que los efectos
finales son muy dificiles de calcular sin recurrir a dispositivos matemadticos formales tales como el
“modelo de flujo circular de la renta”. Un ejemplo es el modelo input-output que presentamos en la
Seccién 12.1.

Analisis matematico

El tema principal de este libro es una rama importante de las matematicas que se llama Analisis
Matematico. Incluye el cilculo diferencial e integral y sus extensiones. El calculo se desarrollé al
final del siglo XVII de la mano de Newton y Leibniz. Sus hallazgos transformaron completamente
las matematicas, la fisica y las ingenierias, inyectandoles una nueva vida. De forma andloga, la
introduccién del célculo en economia ha cambiado radicalmente la forma en que los economistas
analizan el mundo que les rodea. Ahora se usa el calculo en muchas areas diferentes de la economia.
Por ejemplo, se usa para estudiar los efectos de las variaciones de precios relativos sobre la demanda,
los efectos de la variacién del precio o disponibilidad de una materia prima esencial como el petréleo
en el proceso de produccion, las consecuencias econémicas del crecimiento de la poblacidn, y hasta
qué punto se pueden reducir las emisiones de diéxido de carbono por la creacién de un impuesto
sobre el uso de la energia.

El siguiente episodio ilustra cémo los economistas usan el andlisis matematico para resolver
problemas practicos. En febrero de 1953 se produjo en Holanda la inundacién mds importante de su
historia. Los diques que protegian el pais fueron arrasados y murieron més de 1.800 personas. Los
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dafios se cifraron en el 7% del producto nacional bruto de aquel afio. Se cre6 una comisién de inves-
tigacion sobre los hechos y sobre cémo prevenir desastres semejantes en el futuro. La reconstruccién
de los diques de tal forma que la seguridad fuese total requeria desembolsos astronémicos, y podia
no ser factible. El problema real era, entonces, lograr una especie de compromiso, o equilibrio, entre
costes y seguridad: diques mas altos eran mas costosos, pero reducian las posibilidades de futuras
inundaciones. Por tanto, la comisién se enfrent al problema de seleccionar la altura 6ptima de los
diques. Algunos economistas aplicaron el andlisis coste-beneficio, que es una rama de la economia
que usa el analisis aatemadtico, para sopesar los costes y beneficios de las diferentes alternativas de
reconstruccién de los diques. Se discutird este problema con mayor detalle en el Problema 7 de la
Seccién 8.4.
Estos tipos de compromisos son centrales en economia. Conducen a problemas de optimizacién

de un tipo que el andlisis matemdtico maneja de forma natural.

1.2 EL METODO CIENTIFICO EN LAS CIENCIAS EMPIRICAS

La economia se considera hoy dia como una ciencia empirica. Estas ciencias participan de una
metodologia comiin, que incluye los siguientes como sus elementos mds importantes:

1. Observaciones cualitativas y cuantitativas de los fenémenos, bien directamente o por experimen-
tos cuidadosamente disefiados.

2. Procesamiento numérico y estadistico de los datos observados.

3. Construcciéon de modelos tedricos que describan los fendmenos observados y expliquen las rela-
ciones entre ellos.

4. Uso de esos modelos teéricos para deducir predicciones.

5. Correccién y mejora de los modelos para que permitan mejores predicciones

Asi las ciencias empiricas se asientan sobre procesos de observacién, modelizacion y verificacion. Si
una actividad pretende ser considerada como una ciencia empirica, cada uno de los puntos anteriores
es importante. Observaciones sin teoria producen un dibujo puramente descriptivo de la realidad, que
carece de poder explicativo. Pero la teoria sin observacion tiene el riesgo de perder el contacto con
esa realidad que trata de explicar.

Muchos episodios de la historia de la ciencia demuestran el peligro de que la “pura teoria”
carezca de fundamentos reales. Por ejemplo, hacia el afio 350 A.C. Aristdteles desarrollé la teoria
de que los objetos en caida libre tienen velocidad constante y que un objeto cae mas rapidamente
cuanto mas pesado es. Esto fue refutado por Galileo Galilei de forma convincente en el siglo XVI
cuando demostré (en parte dejando caer objetos desde la Torre Inclinada de Pisa) que, despreciando
los efectos del rozamiento con el aire, la velocidad de caida de un objeto es proporcional al tiempo
que lleva cayendo, y que la constante de proporcionalidad es la misma para todos los objetos, inde-
pendientemente de su peso. Asi la teoria aristotélica queddé desacreditada mediante observaciones
empiricas.

Hay un segundo ejemplo, que procede de la astronomia. En el afio 1800, Hegel dio un razona-
miento filoséfico para demostrar que sélo puede haber siete planetas en el sistema solar. No obstante
Hegel, el asteroide Ceres (que es un octavo cuerpo planetario) fue descubierto en enero de 1801. Se
descubrié Neptuno, el octavo planeta, en 1846 y en 1930, el noveno, Plutén. 2

Vista a posteriori, parece elemental la falsedad de las afirmaciones de Aristételes y Hegel. Sin
embargo, en todas las ciencias hay aseveraciones falsas que se repiten una y otra vez y solamente

2 g proceso del descubrimiento se basé en el estudio de cémo el movimiento de los planetas conocidos se desviaba
de las 6rbitas previstas por la teoria de la gravitacién de Newton. Estas perturbaciones permitian, incluso, predecir dénde
se encontraba el planeta adicional que las producia. Hasta tiempos recientes los cientificos estaban usando atin la teoria de
Newton para buscar un décimo planeta cuya existencia sospechaban. Sin embargo, cilculos mdis exactos de las masas de los
planetas exteriores parecen sugerir que no hay més planetas por descubrir, después de todo. :
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son refutadas mds tarde. La correccién de teorias inexactas es una parte importante de la actividad
cientifica, y los ejemplos anteriores prueban la necesidad de asegurarse de que los modelos tedricos
estén apoyados por evidencia empirica.

En economia, las hipdtesis son normalmente menos precisas que en las ciencias fisicas y, por
tanto, su eventual falsedad es menos evidente que las afirmaciones de- Aristételes y Hegel que aca-
bamos de ver. Sin embargo, hay unas pocas viejas teorias que se han desacreditado tanto que pocos
economistas las toman ahora en serio. Un ejemplo de ellas es la “curva de Phillips” que pretendia
demostrar cémo una economia podia establecer un compromiso entre desempleo e inflacién. La idea
se basaba en que se podia crear empleo con recortes en los impuestos y/o aumento del gasto publico,
pero a costa de aumentar la inflacién. Reciprocamente, se podia reducir la inflacién aumentando los
impuestos o reduciendo el gasto publico, pero a costa de mayor desempleo.

A diferencia de Hegel, que no podia esperar contar todos los planetas, o de Aristételes, que
presumiblemente no observé jamas con atencién la caida de un cuerpo, la curva de Phillips se basaba
en una observacién empirica. En un articulo publicado en 1958, A.W. Phillips estudié las medias de
aumentos anuales de sueldos y el desempleo en la economia del Reino Unido en un largo periodo:
1861-1957. El dibujo de esas observaciones dio lugar a la curva de Phillips 'y el binomio inflacién—
desempleo formé parte de la economia convencional hasta la década de los setenta. Sin embargo, la
década de elevada inflaci6n y desempleo que experimentaron muchas economias occidentales en el
periodo 1973-1982 produjo observaciones que estaban claramente fuera de la curva de Phillips. El
pretendido compromiso inflacién—desempleo fue muy dificil de mantener.

De la misma forma que las afirmaciones de Aristételes y Hegel se revisaron a la luz de nuevas eviden-
cias, el episodio anterior produjo una profunda revisién de la teoria en la que se basaba la curva de Phillips.
Se sugirié que, conforme la poblacién aprendia a vivir con la inflacién, se ajustaban salarios y contratos de
préstamos a las tasas de inflacion previstas. Entonces, el compromiso entre paro e inflacién que la curva de
Phillips pretendia describir se sustituyé por uno nuevo, esta vez entre desempleo y desviacién de la inflacién
de su tasa esperada. Pero la tasa esperada crece segiin sube la inflacién actual. Por tanto, se pensé que la
disminucién del paro conducirfa, no sélo a un aumento de la inflacién, sino a acelerar la inflacién que crecia en
cada periodo en m4s de lo esperado. Por otra parte, cuando se podia esperar una inflacién alta, el combatirla
con politicas conducentes a aumentar el paro llevaria solamente a disminuciones graduales de la inflacién, ya
que las expectativas que la gente tiene sobre la inflacién decaen lentamente. Asf hubo que revisar y extender la
teorfa original de la curva de Phillips, a la luz de evidencias mis recientes.

Modelos y realidad

En el siglo XVIII el filésofo Emmanuel Kant considerd la geometria euclidea como una descripcién
absolutamente cierta del espacio fisico que observamos a través de nuestros sentidos. Esta concep-
cién parecia evidente por si misma y la compartian todos los que habian reflexionado sobre ello.
La razén de este acuerdo radicaba en el hecho de que todos los resultados de esta geometria se
podian deducir, mediante una légica irrefutable, de unos pocos axiomas que eran considerados como
verdades evidentes sobre el espacio fisico. La primera persona que cuestioné este punto de vista
fue el matematico alemén Gauss hacia principios del siglo XIX. Insistié en que la relacién entre el
espacio fisico y el modelo de Euclides podia clarificarse solamente por métodos empiricos. Durante
la década de 1820 se desarroll6 la primera geometria no euclidea, esto es, una geometria basada
en unos axiomas distintos de los de Euclides. Desde entonces se acepta que s6lo las observaciones
pueden decidir qué modelo geométrico suministra la mejor descripcién del espacio fisico.

Esto prueba que puede haber una diferencia importante entre un modelo matematico y sus
posibles interpretaciones en la realidad. M4s atin, puede ocurrir que haya mds de un modelo capaz
de describir un cierto fenémeno, como la relacién entre la oferta monetaria y la inflacién en EE.UU.
o Alemania. Ciertamente, éste parece ser a menudo el caso en economia. En tanto que los modelos
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a considerar son consistentes internamente, la mejor manera de seleccionar entre explicaciones que
compiten entre si consiste normalmente en ver cudl de ellas suministra la mejor descripcién de la
realidad. Pero esto es, a menudo, muy dificil, especialmente en economia.

Ademds, debemos reconocer que un modelo cuyo objetivo sea explicar un fenémeno como la
inflacién, no puede ser considerado nunca como una verdad absoluta; en el mejor de los casos es
solamente una representacion aproximada de la realidad. No podemos jamas considerar todos los
factores que influyen en un fenémeno tan complejo. Si tratdramos de hacerlo, obtendriamos una
teoria descorazonadoramente complicada. Esto es cierto no s6lo para los modelos de los fenémenos
fisicos, sino para todos los modelos en las ciencias empiricas.

Estos comentarios son particularmente relevantes en la investigacién econémica. Consideremos,
una vez mds, los efectos de permitir la construccién de nuevas viviendas. Para entender todas las
implicaciones de esto, un economista requeriria una cantidad increible de datos sobre millones de
consumidores, negocios, bienes y servicios, etcétera. Aiin si se pudiera disponer de ellos con este
nivel de detalle, su cantidad sobrepasaria las capacidades de los computadores mas modernos. En
sus intentos de entender las relaciones subyacentes al entramado econ6émico, los economistas se ven
forzados a usar varios tipos de datos agrupados, entre otras simplificaciones. Asi debemos recor-
dar siempre que un modelo es capaz solamente de dar una descripcién aproximada de la realidad.
El objetivo de los investigadores empiricos deberia pasar por hacer que sus modelos reflejasen la
realidad de la manera mds fiel y exacta posible.

1.3 EL USO DE LOS SiMBOLOS EN MATEMATICAS

Antes de comenzar a estudiar cualquier tema, es importante que todo el mundo se ponga de acuerdo
en un “lenguaje” comin con el que hablar de él. Anilogamente, en el estudio de las matematicas
(qQue es un lenguaje en si mismo en cierto sentido) es importante asegurarse de que todos entendemos
lo mismo cuando vemos el mismo simbolo. Algunos simbolos en matemadticas representan casi
siempre un objeto matemdtico definido. Unos ejemplos de esto son 3, V2,7, y [0, 1], que significan,
respectivamente, tres nimeros especiales y un intervalo cerrado. Los simbolos de este tipo se llaman
constantes logicas. Frecuentemente necesitamos también simbolos que representen variables. Los
objetos que se supone que una variable representa se dice que forman su dominio de variacion. Por
ejemplo, usamos la letra z como un simbolo que representa a un nimero cuando escribimos

x> — 16 = (z + 4)(z — 4)

Expresado en palabras esto dice lo siguiente:

La diferencia entre el cuadrado del nimero que aqui se llama x y 16 es siempre
igual al producto de los dos nimeros que se obtienen sumando 4 al mimero y
restando 4 de €l. .

La igualdad * — 16 = (z + 4)(z — 4) se llama una identidad porque es vilida para todo z. En
tales casos escribimos a veces 2 — 16 = (x + 4)(z — 4), donde = es el simbolo de identidad.

El signo de igualdad (=) se usa también de otras formas. Por ejemplo, escribimos que A = 772
es la férmula del drea A de un circulo de radio r. Ademads, el signo = se usa en ecuaciones como

P+ —-12=0
donde x es ahora el simbolo de un nimero desconocido. Si sustituimos x por varios numeros

descubrimos que la igualdad no se verifica casi nunca. De hecho, la ecuacién es cierta solamente
para * = 3 y para £ = —4, por consiguiente esos nimeros se llaman sus soluciones.
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Ejemplo 1.1
Un granjero tiene 1.000 metros de malla para cercar un terreno rectangular. Si un lado del
rectangulo es  (medido en metros), hallar el drea cercada cuando se hace x igual 150, 250,
350, y para un = general. ;Qué valor de x cree el lector que encierra la mayor area posible?

Solucion: Si el otro lado del rectangulo es y, entonces 2z +2y = 1.000. Por tanto, x+y = 500,
luego y = 500 —x (véase Figura 1.1) El 4rea A de este rectingulo (en m?) es, por consiguiente,

A = (500 — z) = 500z — z*

Puesto que ambos lados deben ser positivos, £ debe ser positivo y 500 — z debe ser
positivo. Esto significa que & debe estar entre 0 y 500 m. Las areas, cuando £ = 150, 250 y
350 valen 150 - 350 = 52.500, 250 - 250 = 62.500, y 350 - 150 = 52.500, respectivamente. De
ellos, £ = 250 da el mayor valor. En el Problema 7 de la Seccién 3.1 pediremos demostrar que
x = 250 da realmente la mayor 4rea posible.

500 —z

FIGURA 1.1

Cuando se estudian problemas que requieren varias variables (pero no demasiadas), designamos
a éstas frecuentemente por letras distintas, como a, b, ¢, z, y, 2z, A, B, y asi sucesivamente. A
menudo se suplementan las letras del alfabeto latino con letras griegas mayidsculas y mindsculas,
como «, 3, v, T, y Q. Si crece el nimero de variables, usamos subindices o superindices para
distinguir unas de otras. Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando el empleo de un pais
que estd dividido en 100 regiones, numeradas del 1 al 100. Asi designamos por N; al nimero de
personas con empleo en la regién 1, por N, al de la regién 2 y asi sucesivamente. En general

definimos
N; = niimero total de personas con empleo en la regién i, t=1,2,...,100
La expresion ¢ = 1, 2, ..., 100 significa que el indice ¢ puede ser un mimero arbitrario entre 1 y

100. Si Nsg = 2.690, esto significa que 2.690 personas tienen empleo en la regién 59. Si queremos
ir mas lejos y dividir a los trabajadores en hombres y mujeres, podemos designar por Ni(M) (Nz-(H))

al nimero de mujeres (hombres) con empleo en la regién ¢. Asi debe ser Ni(M) + Nz-(H) = N;
para ¢ = 1, 2, ..., 100. Obsérvese que esta notacién es mucho més clara que si tuviéramos que
usar 100 letras diferentes para representar a las variables /N; —;incluso si pudiéramos encontrar 100
letras distintas en una combinacién de los alfabetos latino, griego, cirilico y sanscrito!

Muchos estudiantes que estdn acostumbrados a manejar expresiones algebraicas en una sola
variable (usualmente z) tienen dificultades al principio manejando expresiones en varias variables.
Sin embargo, para los economistas, el ejemplo anterior demuestra lo importante que es tratar con
expresiones y ecuaciones algebraicas en muchas variables distintas. Damos otro ejemplo.
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Ejemplo 1.2
Consideramos el modelo macroeconémico sencillo

Y=C+1I, C=a+bY (1)

donde Y es el producto nacional neto, C es el consumo e T la inversién total, que se gonsidera
fija.> La tres letras I, a y b, designan constantes numéricas positivas —por ejemplo, I = 100,
a = 500y b = 0,8 son valores posibles de esas constantes. Mis bien que pensar en dos
modelos distintos, uno con I = 100, C = 500 + 0,8Y y otro con I = 150, C = 600 + 0,9Y
es preferible considerarlos como un caso particular del modelo general (1), donde I, a y b
son desconocidos y pueden variar; usualmente se les llama pardmetros. Sin embargo, debe
diferencidrselos de las variables C' e Y del modelo.

Después de estas consideraciones sobre constantes como parametros del modelo, resolver

()enY.

Solucién: Sustituyendo el valor C = a+bY dado por la segunda ecuacién de (1) en la primera,
se obtiene

Y=a+bY +1

Ahora se reordena esta ecuacién de tal forma que los términos que contienen Y pasan al lado
izquierdo. Se puede hacer esto afiadiendo —bY a ambos miembros, cancelando asi el término
bY de la derecha, para obtener

Y-bY=a+1

Nétese que el miembro de la izquierda es igual a (1—b)Y, luego (1—8)Y = a+ 1. Dividiendo
ambos miembros por 1 — b, de tal manera que el coeficiente de Y sea 1, se obtiene la respuesta,

que es
a I -
1-6 1-%

Esta solucién nos da una férmula que expresa Y en términos de los tres parimetros ILay
b. Se puede aplicar la férmula para valores particulares de las constantes, como I = 100,
a = 500, b = 0,8, para obtener la respuesta correcta en todos los casos. Nétese la potencia de
esta forma de operar: se resuelve el modelo una tinica vez y se hallan las respuestas numéricas
simplemente sustituyendo valores apropiados para los parimetros del modelo.

Y

Problemas

1 (a) Una persona compra I;, Tz y T3 unidades de tres productos cuyos precios unitarios son, respectiva-
mente, Py, p, ¥ ps. (Cudl es el gasto total?

(b) Un automévil de alquiler cuesta F' délares al dia de cuota fija y b délares por kilémetro. ;Cuénto
paga un cliente que conduce z kilémetros en 1 dia?

(c) Una compaiifa tiene costes fijos de F' délares por afio y costes variables de ¢ délares por unidad
producida. Hallar la expresién del coste total por unidad (coste total medio) que tiene la compaiiia si
produce x unidades en un afio.

(d) Una persona tiene un salario anual de L délares y recibe un aumento del p% seguido de un segundo
aumento del g%. ;Cual es el nuevo salario anual de esta persona?

(e) Se pretende hacer una caja sin tapa a partir de una plancha cuadrada de estafio de 18cm de lado
cortando cuadrados iguales de lado x de cada esquina y doblando sobre las aristas. Hallar el volumen
de la caja. (Dibujar una figura.)

3 En economia se usa frecuentemente una barra sobre un stmbolo para indicar que es fijo.
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2 (a) Demostrar que

a ( : ) !
P 100
a+

100 100

se puede escribir en la forma
p 2
|- () |
100
(b) Un objeto cuesta inicialmente 2.000$ y luego su precio aumenta un 5%. M4ds adelante el objeto se
rebaja un 5%. ;Cual es el precio final?

(c) Un objeto cuesta inicialmente a délares y luego su precio aumenta un p%. Mis adelante el objeto
se rebaja un p% (del nuevo precio). ;Cuil es el precio final? (Después de resolver este problema,
véase la expresion de la parte (a).)

(d) ¢Qué resulta si primero se rebaja el precio en un p% y luego se aumenta en un p%?

3 Resolver las siguientes ecuaciones en las variables que se indican:

(@ s=%y—3)+y en y b) ar—b=cz+d en z
(c) AKVL =Yy en L (d) pr+gy=m en y
1
—a
(e T —=cenr @) Y=aY =tY —k)+b+I,+G en Y
+b
1+r

4 La relaci6n entre la temperatura medida en grados Celsius (o centigrados) (C) y Fahrenheit (F') esté dada
por C = g(F — 32).

(a) Calcular C' cuando F' es 32; calcular F' cuando C = 100.
(b) Hallar la expresién de F' en términos de C.

(c) Un cierto dia la temperatura en Oslo era de 40°F', mientras que en Los Angeles era de 80°F'. ;Qué
responderfa el lector a la afirmacién de que en Los Angeles hacia el doble de calor que en Oslo?
(Indicacién: Hallar las dos temperaturas en grados Celsius.)

§ Si se extendiese una cuerda a lo largo de la superficie de la Tierra por el Ecuador, seria aproximadamente
circular de una longitud de 40 millones de metros. Supongamos que queremos alargar la cuerda de tal
manera que se eleve sobre el Ecuador 1 metro en cada punto. ;Cuédntos metros de cuerda necesitariamos?
(Trate el lector primero de intuir y luego halle la respuesta mediante un célculo preciso. Véase la férmula
de la longitud de la circunferencia en el Apéndice D.)

Problemas avanzados

6 Resuélvase el siguiente par de ecuaciones simultineas en = e y:
pr+(l—qy=R y qz+(1-pyy=S5

7 Considérese un tridngulo equildtero y sea P un punto arbitrario del tridngulo. Sean h;, h; y hs las distan-
cias mas cortas desde P a cada uno de los tres lados. Probar que la suma h; + h; + h; es independiente
de donde esté colocado P en el tridngulo. (Indicacién: Calcular el 4rea del tridngulo como la suma de la
de los tres tridngulos.)
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1.4 EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

Dios creé los enteros;
el resto es obra del hombre.
—L. Kronecker

Originariamente se introdujeron los nimeros reales para medir caracteristicas fisicas como longitud,
temperatura y tiempo. Los economistas los usan también para medir precios, cantidades, ingresos,
tipos impositivos, tipos de interés y costes medios, entre otras cosas. Supondremos aqui que el lector
tiene un cierto conocimiento del sistema de los niimeros reales pero, debido a su papel fundamental,
estudiaremos de nuevo sus propiedades basicas.

Numeros naturales, enteros y racionales

Los nimeros que usamos cada dia para contar son 1, 2, 3, .... Estos son los llamados niimeros
naturales. Aunque resulten familiares, estos nlimeros son, en realidad, conceptos més bien abstractos
y avanzados. La civilizacién cruzé un umbral significativo cuando capté la idea de que un rebaiio
de cuatro ovejas y una coleccién de cuatro piedras tiene algo en comiin: el caricter de “cuatro”.
Esta idea se represent6 por simbolos, como el primitivo :: (usado atn en el dominé o las cartas),
el modemo 4 y el nimero romano IV. Esta nocién de cuatro se vuelve a inventar cuando cada nifio
pequeiio comienza a desarrollar sus habilidades matematicas.

Durante los estadios iniciales de muchas culturas, los problemas diarios motivaron las cuatro
reglas de la aritmética: adicidn, sustraccion, multiplicacién y divisién. Si se suman o multiplican
dos niimeros naturales se obtiene un nimero natural. En cambio, las operaciones de sustraccion
y divisién sugieren que se debe tener un cero (4 — 4 = 0), ndmeros negativos (3 — 5 = —2),
y fracciones (3 + 5 = 3/5). Los nimeros 0, +1,+2, £3,... se llaman enteros. Se les puede
representar sobre una recta numeérica como la de la Figura 1.2.

FIGURA 1.2 Larecta numérica.

Los niimeros racionales son aquellos que, como 3/5, se pueden escribir en la forma a / b, donde
a 'y b son enteros. Un entero n es también un niimero racional, porque 7 = n/1. Son ejemplos de
numeros racionales los siguientes:

1 11 125 10 0 126

~) g T~ PP 0=, —19, -1,26 = ——

2 70 7 11 1 100
Se pueden representar también los niimeros racionales sobre la recta numérica. Imaginemos que
marcamos primero el mimero 1/2 y todos sus multiplos, luego 1/3 y todos sus miiltiplos y asi
sucesivamente. Se puede excusar al lector si piensa que, “al final” de todo este proceso, no quedard
sitio en la recta para poner mds puntos. Sin embargo, esto es completamente falso. Ya los antiguos
griegos comprendieron que quedarian “agujeros” en la recta numérica después de representar sobre
ella a todos los nimeros racionales. Esto se demuestra en la construccién de la Figura 1.3.

El teorema de Pitdgoras nos dice que s> = 12 + 12 = 2, luego s = V2. Se puede probar que
no hay dos enteros p y g tales que \/5 = p/q. Por tanto, v/2 no es un mimero racional. (Euclides
probé este resultado hacia el afio 300 A.C., véase el Problema 3 en la Seccién 1.6.)

Los ndmeros racionales son, por tanto, insuficientes para medir todas las longitudes posibles,
mds aln areas y volimenes. Podemos remediar esta deficiencia ampliando el concepto de nimero
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1
(¥ 2

1

FIGURA 1.3

para incluir a los llamados nimeros irracionales. Esta extension se puede llevar a cabo de una
forma natural usando la notacién decimal para los niimeros.

El sistema decimal

La manera en que la mayoria de la gente escribe hoy dia los nimeros se llama el sistema decimal o
sistema de base 10. Se trata de un sistema de posicién, con 10 como nimero base. Se puede escribir
todo nimero natural usando sélo los simbolos 0, 1, 2, ..., 9, que se llaman digitos. El lector notara
que “digito” proviene de la palabra latina “digitus”, que significa “dedo”, y que la mayoria de los
humanos tienen 10 dedos. El sistema de posicién define cada combinacién de digitos como una
suma de digitos por potencias de 10, por ejemplo,

1.996 =1-10° +9-10* +9- 10" 4 6 - 10°

Todo nimero natural se puede expresar en esa forma. Con el uso de los signos + y —, se pueden
escribir todos los enteros, positivos o negativos, de la misma manera. La coma decimal nos permite
expresar niimeros racionales no enteros, como por ejemplo,

3,1415 = 3 + 1/10" + 4/10* 4+ 1/10° + 5/10*

Los nidmeros racionales que pueden escribirse usando sélo un nimero finito de cifras decimales se
llaman fracciones decimales finitas.

Cada fraccion decimal finita es un ndmero racional, pero no todo nimero racional se puede
expresar como una fraccién decimal finita. Nos vemos obligados a considerar también fracciones
decimales infinitas como

100/3 = 33,333...

donde los puntos indican que el digito 3 se repite indefinidamente.
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Si la fraccién decimal es un ndmero racional, entonces serd siempre periédica —esto es, hay
un cierto lugar en la expresién decimal a partir del cual, o bien no hay mas digitos, o bien se repite
indefinidamente una sucesi6n finita de ellos. Por ejemplo, 11/70 = 0,1 571428 5714285.... ..

S e’

Numeros reales

La definicién de nimero real aparece como continuacién de la discusién anterior. Definimos un
niimero real como una fraccién decimal arbitraria. Por tanto, un nimero real es de la forma
Tz = Tm.a;a03..., donde M es un entero y o, (n = 1,2...) es una sucesién de digitos
cada uno en el valor 0 a 9. Acabamos de identificar las fracciones decimales periddicas con los
nimeros racionales. Aparte hay otros infinitos nimeros representados por fracciones decimales no

periddicas. A éstos se les llama los niilmeros irracionales. Como ejemplos estin \,/_ , —\/5, T, 2‘/5,
y 0,12112111211112.....

En general ocurre que es muy dificil saber cudndo un nimero dado es racional o irracional.
En el afio 1776 se demostré que 7 es irracional y en 1927 que 2V2 1o es asimismo. Sin embargo

quedaba aidn por saber en 1993 si 22 4 3V3 era irracional o no. Se puede sacar la impresién
de que hay relativamente pocos nimeros irracionales. Pero esto es falso; en un cierto sentido, hay
infinitamente mis nimeros irracionales que racionales.

Hemos dicho antes que cada nimero racional se puede representar como un punto de la recta
numérica, pero no todos los puntos de ella representan nimeros racionales. Los irracionales “relle-
nan” los huecos de la recta numérica, después de que se hayan marcado en ella los racionales. Asi,
un modelo satisfactorio de los nimeros reales es una recta, sin extremos y sin agujeros, con un ori-
gen y una unidad de longitud. De esta forma decimos que hay una correspondencia biunfvoca entre
los nimeros reales y los puntos de una recta numérica.

Se dice que los nimeros racionales de un lado, y los irracionales de otro, son “densos” en
la recta numérica. Esto significa que entre dos nimeros reales distintos, por muy juntos que se
encuentren, hay siempre un nimero racional y otro irracional —de hecho hay infinitos de cada clase.

Cuando las cuatro reglas de la aritmética se aplican a los ndmeros reales, el resultado es siempre
un ndmero real. La dnica excepcién es que no se puede dividir por 0.

a . NV
0 no estd definido para ningin nimero real a

Esto es muy importante y no debe confundirse con 0/a = 0, para todo a # 0. Nétese en particular
que 0/0 no est4 definido. Por ejemplo, si un automévil necesita 60 litros de combustible para recorrer
600 kilémetros, entonces el consumo es de 60/6 = 10 litros cada 100 kilémetros. Sin embargo, si
nos dicen que un automévil necesita 0 litros de gasolina para recorrer 0 kilémetros, no sabemos nada
sobre el consumo; 0/0 no estd definido.

Desigualdades

En matemadticas, y especialmente en economia, se encuentran desigualdades casi tan frecuentemente
como igualdades. Por tanto, es importante saber y entender las reglas de célculo con desigualdades.
Se dan éstas en la Seccion A.7 del Apéndice A. El ejemplo siguiente tiene interés en estadistica.
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Ejemplo 1.3
Probar que, si a > 0y b > 0, entonces

Vab < 2+ b (1.1)
2

Solucién: (Se aconseja al lector que ensaye unas pocas veces, para ver si esta desigualdad se
verifica, eligiendo algunos miimeros concretos y usando una calculadora.) Para demostrar la
desigualdad basta comprobar que ab < (a + b)?/4 porque la raiz cuadrada del miembro de la
izquierda no puede exceder la del de la derecha —esto es, Vab < %(a + b). Para demostrar
eso basta probar que la diferencia entre el miembro de la derecha y el de la izquierda es no
negativa. Asi,

(a + b)? _ab:a2+2ab+b2—4ab:a2—2ab+b2 _ (a — b)? >0
4 4 4 4

Noétese que se puede usar la misma demostracién para probar que vab < %(a + b) a menos
que a =b.

El niimero ‘%(a + b) se llama la media aritmética de a y b, y v/ab se llama la media geomé-
trica. ;Qué dice de estas medias la igualdad (1.1)?

Intervalos

Si a y b son dos nimeros de la recta numérica, el conjunto de los nimeros que estén entre a y b se
llama un intervalo. En muchas situaciones es importante distinguir entre intervalos que incluyen sus
extremos € intervalos que no los incluyen. Cuando a < b, hay cuatro intervalos distintos, todos con
extremos a y b, como se ve en la Tabla 1.1. Nétese que los nombres de la tabla no distinguen [a, b)
de (a,b]. Si quisiéramos hacerlo deberfamos hablar de intervalos “cerrados a izquierda”, “abiertos
a derecha”, y asi sucesivamente. Noétese asimismo que un intervalo abierto no incluye ninguno de
sus extremos; en cambio, uno cerrado incluye a los dos. Los cuatro intervalos tienen sin embargo la
misma longitud, a saber b — a.

TABLA 1.1
El intervalo consta de todos
Notacion Nombre los x que verifican:
(a b) Intervalo abierto a<x<b
[a, b] Intervalo cerrado a<x<b
(a, b] Intervalo semi-abierto a<x<b
[a,b) Intervalo semi-abierto a<x<b

Normalmente los intervalos se representan sobre la recta numérica como en la Figura 1.4, donde
extremos incluidos estin representados por puntos gruesos y extremos no incluidos, por puntas de
flechas.

A B C
-5 —4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 1

FIGURA1.4 A=[—4,—2],B=[0,1)yC = (2,5).



Sec. 1.4/ El sistema de los numeros reales 13

Los intervalos que hemos mencionado son todos intervalos acotados. Pero también usamos la
palabra “intervalo” para designar a ciertos conjuntos no acotados de mimeros. Por ejemplo, tenemos

[a, 00) = todos los nimeros , tales que T > a
(—00, b) = todos los nimeros z, tales que £ < b

donde oo es el simbolo usual para el infinito. Nétese que el simbolo co no es en absoluto un
nimero y, por tanto, las cuatro reglas de la aritmética no valen para él. En [a, c0), el simbolo
oo es solamente una notacién itil, que significa que estamos considerando el conjunto de fodos los
nimeros mayores o iguales que a, sin limitacién del tamafio del niimero. Ya debe ser evidente de lo
anterior lo que llamamos (@, c0) y (—00,b]. A veces se denota al conjunto de todos los niimeros
reales por el simbolo (—oo, 00).

Valor absoluto

Sea a un niimero real e imaginese su posicion sobre la recta numérica. Se llama valor absoluto de
a a la distancia de a a 0. Si a es positivo o 0, el valor absoluto es el mismo a; si a es negativo, el
valor absoluto es el mimero positivo —a, puesto que la distancia debe ser positiva.

El valor absoluto de a se designa por |a| y

la| = a, sia>0 (12)
al= —a, sia<o0

Por ejemplo, |13]| = 13, |-5| = —(-5) =5,

—1/2|=1/2,y |0] = 0.

Nota: Es un error muy comiin suponer que a debe designar a un nimero positivo, aun cuando no se
haya dicho explicitamente. Andlogamente, al ver —a, muchos estudiantes creen que esta expresién
es siempre negativa. Obsérvese, sin embargo, que el niimero —a es positivo cuando a es negativo.
Por ejemplo, si @ = —5, entonces —a = —(—5) = 5. No obstante lo anterior, es un convenio util
en economia definir variables cuyos valores sean positivos méis bien que negativos. Alli donde una
variable tenga un signo definido, trataremos de seguir este convenio.

Ejemplo 1.4
(a) Calcular |z —2|paraz = -3,z =0y z = 4.

(b) Escribir |z — 2| de otra forma usando (1.2).

Solucién:

(a) Parax = —3,
|z —2[=[-3-2[=|-5|=5
Para x = 0,
w2l =02/ =|-2/ =2

Para x = 4,
lz—2|=4-2|=[2|=2
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(b) Segtn (1.2), |t — 2| = & —2six —2 > 0, esto es si £ > 2. Sin embargo,
lx—2|=—(xz—2)=2—xsixz—2<0,estoessi z <2. Por tanto,

lz—2| = r—2, siz>2
T=5=12-2, siz<2

(Compruébese esta solucién ensayando los valores de T que usamos en la parte (a).)

Sean x; y &, dos nimeros arbitrarios. La distancia entre ; y Z, en la recta numérica es igual
axr; —xysizy 22y a—(x] — &) si &1 < x,. Tenemos, por tanto,

|z — x,| = distancia entre & y z, en la recta numérica. (1.3)

En la Figura 1.5, hemos resaltado geométricamente que la distancia entre 7 y 2 es 5, mientras que la

distancia entre —3 y —5 es igual a 2 porque |—3 — (=5)| = |-3 +5| = [2| = 2.
[-3—(=95)]=2 |7—2|=5

-7 -6 -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 5 6 1

FIGURA 1.5 Ladistanciaentre7y2,yentre -3y —5.

Supongamos que |z| = 5. ;Qué valores puede tener £ ? Hay sélo dos posibilidades: ¢ = 5 o
r = —35, porque ningln otro nimero tiene valor absoluto igual a 5. Generalmente, si a es mayor
o igual que 0, entonces || = a equivale a que £ = a 6 £ = —a. La ecuacién |z| = a no tiene
solucién cuando @ < 0 porque |z| > O para todo z.

Si a es positivo y |z| < a, la distancia de = a 0 es menor que a y asi

lz| < a equivalea —a <z < a (14)

Mas afin, si a es no negativo, esta claro que

|z] < a equivalea —a <z <a (1.5)

Ejemplo 1.5
Hallar todos los « tales que |3z — 2| < 5. Compruébese primero si esta desigualdad se cumple
paraz=-3,z=0,z=7/3yz=10.

Solucion: Parax = —3, 3z — 2| =| -9 —2|=11; paraz = 0, |3z — 2| = | — 2| = 2; para
x=17/3,|3z —2| =|7—2| =5y para z = 10, |3z — 2| = |30 — 2| = 28. Vemos, por tanto,
que la desigualdad dada se verifica para £ = 0y £ = 7/3, pero no para £ = —3 6 ¢ = 10.

De (1.5) deducimos que |3z — 2| < 5 equivale a —5 < 3z — 2 < 5. Sumando 2 a los
tres miembros obtenemos —5+2 <3z —2+4+2 <5+ 2,6 —3 < 3z < 7. Dividiendo por 3
se tiene —1 < z < 7/3.
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Problemas

1 ;Cudles de los siguientes nlimeros son naturales, enteros, o racionales?
(a) 3,1415926 (b) 4/2-1 © (V3+v2)(V3-V2) (d) 3w —1

2 ;Cudles de los enunciados siguientes son correctos?

(a) 1.996 es un nimero natural. (b) —5 estd a la derecha de —3 en la recta numérica.
(c) —13 es un nimero natural. (d) No hay ningiin nimero natural que no sea racional.
(e) 3,1415 no es racional. (f) La suma de dos nimeros irracionales es irracional.

3 ;Para qué nimeros reales z estd definida cada una de las expresiones siguientes?

@ z—1 3z 1/4

z—4 ®) z(z +2) () 2+ 4z — 5 @ 2+ 4z + 4

4 Resolver en y las desigualdades siguientes, en términos de la(s) otra(s) variable(s):
(@ 3c+4y<12 (b) —z+3y—z>y—(x—y) +3z () pr+gy<m (¢>0)

5 Considérese el Problema 1(c) de la Secci6én 1.3. Encontrar una desigualdad que determine cudntas unida-
des = debe producir la compaiiia antes de que el coste medio caiga por debajo de g dblares. Resuélvase
la desigualdad en x. Témese F' = 100.000, ¢ = 120, ¢ = 160, y resuélvase el problema en este caso.

6 Calcular 2z — 3|, paraz =0, 1/2y 7/2.

7 (a) Calcular |5 — 3z, paraz = —1, 2y 4.
(b) Resolver la ecuacién |5 — 3z| = 0.
(

c) Escribir de otra forma |5 — 3z| usando (1.2).

8 Determinar z de forma que
(a) 3-20]=5 () |z] <2 (© lz-2<1
(@ [3-8z|<s (e lz|>v2 (f) |28 -2/ <1

9 Hay que cortar una varilla de hierro de 5 metros de longitud. Se necesita que la longitud no se desvie més
de 1 mm de lo planeado. Escribir una especificacién para la longitud z de la varilla en metros: (a) usando
una doble desigualdad y (b) usando el simbolo de valor absoluto.

1.5 ALGUNOS ASPECTOS DE LOGICA

Un astronomo, un fisico y un matemdtico viajaban

en un tren por Escocia. Vieron por la ventana un

rebaiio de ovejas que pastaban en un prado. El N
astrénomo observé: “En Escocia todas las ovejas

son negras.”” El fisico protesto: “Algunas

ovejas de Escocia son negras” El matemdtico

declaré: “En Escocia existe un rebafio de ovejas,

todas las cuales son negras al menos de un lado.”

Hemos puesto de relieve el papel de los modelos matematicos en las ciencias empiricas, especial-
mente en economia. Cuanto mas complicados son los fenémenos que hay que describir, mis impor-
tante es ser exactos. Los errores en modelos aplicados a situaciones pricticas pueden tener conse-
cuencias catastroficas. Por ejemplo, en los primeros estadios del programa espacial americano hubo
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que destruir un misil valorado en varios millones de délares, segundos después de su lanzamiento,
solamente porque faltaba un punto y coma en el programa de computador disefiado para guiarlo.

Aungue las consecuencias pueden ser menos dramaticas, aparecen facilmente errores en el razo-
namiento matematico. Vamos a dar un ejemplo de cémo un estudiante (o un profesor) puede usar
un razonamiento incorrecto y asi obtener una respuesta errénea a un problema.

Ejemplo 1.6
Hallar una solucién de la ecuaciéon x + 2 = /4 — .

“Solucién”: Elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene (z + 2)* = (/4 — z)?, y asi
x? +4x+4 = 4 —z. Reordenando se tiene x2 + 5z = 0. Simplificando por x queda z+5 = 0,
luego x = —5.

Segin este razonamiento, la respuesta debe ser £ = —5; comprobémoslo. Para ¢ = —5
tenemos £ + 2 = —3. Pero v/4—x = /9 = 3, luego la respuesta es incorrecta. En el
ejemplo 1.9 explicaremos dénde estd el error. (Nétese que es prudente comprobar la respuesta
al resolver una ecuacion.)

Este ejemplo pone de relieve los peligros del calculo rutinario sin una reflexién adecuada. Puede
ser mds fécil evitar errores semejantes después de estudiar la estructura del razonamiento ldgico.

Proposiciones

Las afirmaciones que son ciertas o falsas se llaman enunciados o proposiciones. La mayor parte
de las proposiciones de este libro son matemdticas, pero otras pueden provenir de la vida diaria.
“Todos los individuos que respiran estdn vivos” es un ejemplo de una proposicién cierta, mientras
que “todos los individuos que respiran estan sanos” es un ejemplo de una proposicion falsa. Noétese
que si las palabras que se usan para expresar estas afirmaciones carecen de sentido preciso, serd a
menudo dificil distinguir entre una proposicién verdadera y una falsa.

Supongamos que una afirmacién tal como “z?> — 1 = 0” incluye una o mds variables. Susti-
tuyendo la variable = por varios nimeros reales, podemos generar muchas proposiciones diferentes,
algunas ciertas y otras falsas. Por esta razén decimos que la afirmacion es una proposicion abierta.
De hecho, la proposicién 2> — 1 = 0 es cierta si £ = 1 6 —1, pero es falsa en cualquier otro caso.
Asi, una proposicion abierta no es simplemente verdadera o falsa. No es ni lo uno ni lo otro hasta
que no elegimos un valor particular de la variable. En la practica descuidamos un poco el distinguir
una proposicién de una proposicion abierta: llamamos proposiciones a los dos tipos.

Implicaciones

Para llevar el control de cada paso de un razonamiento légico es practico usar las flechas de impli-
cacién. ,

Supongamos que P y @ son dos proposiciones tales que, cuando P es cierta, Q 1o es necesa-
riamente. En este caso escribimos

P = Q (%)

que se lee “P implica Q”, 0 “si P, entonces (07, 0 “Q) es consecuencia de P”. El simbolo = es
una flecha de implicacién, y apunta a la direccién de la implicacién 16gica. Damos algunos ejemplos
de implicaciones verdaderas.
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Ejemplo 1.7
(a) z>2 = z°>4.
(b) zy=0 = =06y =0.
(¢) < esuncuadrado —> « es un rectangulo.
(d) &« esuna persona sana —= I respira.

[Tyl

Nétese que la palabra “o” significa en matematicas el “o inclusivo”, lo que quiere decir que “P
6 Q7 significa “o P, o J, o ambas”.

Todas las proposiciones del ejemplo 1.7 son proposiciones abiertas, como la mayoria de las
que encontramos en matematicas. Una implicacién P => @) significa que, para cada valor de una
variable para el que P es verdadera, @ lo es también.

En algunos casos en que la implicacién () es valida, puede deducirse la conclusion 16gica en
la otra direccidn:

Q=P
En estos casos, podemos escribir ambas implicaciones juntas en una (nica equivalencia légica:
P = Q

En este caso decimos que “P es equivalente a @, 0 “P si y s6lo si Q.” Nétese que el enunciado
“P s6lo si QQ” expresa la implicacion P = (), mientras que “P si Q" expresa QQ =— P.

El simbolo <= es una flecha de equivalencia. En el ejemplo 1.7 anterior vemos que se
puede sustituir la implicacién de (b) por una equivalencia, porque también es cierto que £ = 0 6
y = 0 implica zy = 0. Nétese que no se puede sustituir ninguna otra implicacién de ese ejemplo
por una equivalencia. En efecto, de que =2 sea mayor que 4 no se deduce que T sea mayor que 2
(por ejemplo z = —3). Asimismo, un rectingulo no tiene por qué ser un cuadrado. Finalmente, el
hecho de que una persona x respire no significa que esté sana.

Condiciones necesarias y suficientes

Hay otras maneras que se usan frecuentemente para expresar que la proposicién P implica la pro-
posicién @, o que P es equivalente a Q. Asi, si P implica @, decimos que P es una “condicion
suficiente” para (. Después de todo, para que () sea verdadera, es suficiente que P lo sea. De
manera anéloga, sabemos que si P se verifica, entonces es cierto que () también se verifica. En este
caso decimos que (} es una “condicién necesaria” para P. De hecho, () debe ser necesariamente
cierta si P lo es. Por tanto,

P es una condicién suficiente para @ significa: P — Q
@ es una condicion necesaria para P significa: P — Q)

Por ejemplo, si formulamos la implicaci6n del ejemplo 1.7 (c) en este lenguaje, se tendria:

Una condicién necesaria para que T sea un cuadrado es que Z sea un rectangulo.

Una condicién suficiente para que & sea un rectingulo es que X sea un cuadrado.

La expresién verbal correspondiente a P <= Q) es: P es una condicién necesaria y suficiente para
Q, 0 Psiysélosi Q. De lo anterior resulta evidente que es muy importante distinguir entre las pro-
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posiciones “P es una condicién necesaria para ()” (que significa Q = P) y “P es una condicién
suficiente para (" (que significa P = (). Para poner de relieve la cuesti6n, considérense las dos
proposiciones siguientes:

1. Respirar es una condicién necesaria para que una persona esté sana.
2. Respirar es una condicién suficiente para que una persona esté sana.

Evidentemente la proposicién 1 es cierta. En cambio, la 2 es falsa porque un enfermo (vivo) respira.
En las paginas siguientes incluiremos una y otra vez condiciones necesarias y suficientes. El enten-
derlas y entender las diferencias entre ellas es una condicién necesaria para comprender el analisis
econémico. Desgraciadamente no es una condicién suficiente.

Resolucion de ecuaciones

Damos ahora unos ejemplos de cémo el uso de flechas de implicacion y equivalencia puede ayudar
a evitar errores al resolver ecuaciones como la del ejemplo 1.6.

Ejemplo 1.8
Hallar todos los z tales que (22 — 1) =322 =2 (3 — 4z).

Solucién: Desarrollando ambos miembros obtenemos una nueva ecuacién que tiene, evidente-
mente, las mismas soluciones que la dada:

2z -1 -32"=2(} —4z) < 42’ -4z +1-32"=1-8z

Sumando 8z — 1 a ambos lados de la segunda igualdad y reduciendo términos semejantes se
obtiene la expresién equivalente

42 — 4z +1-32=1-8z < £ +4z=0

Ahora bien, z° + 4z = z(z + 4), y el segundo miembro es O siy sélosiz =06z +4 = 0.
Esto es,

T’ 4+4c=0 < x(c+4)=0 < =0 6 T+4=0 < =0 6 =4

Resumiendo, hemos construido una cadena de equivalencias que prueba que la ecuacién dada
se satisface para los dos valores £ = 0y £ = —4, y sélo para ellos. Esto es,

1
(21‘—1)2—31‘2:2(5—41‘) <= z=0 6 z=—4

Ejemplo 1.9
Hallar todos los z tales que = + 2 = /4 — ¢ (véase Ejemplo 1.6).

Solucién: Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuaci6n se obtiene
(z+2)°=(W4—2z)

Consecuentemente, 2 + 4 + 4 = 4 — z, esto es, 2 + 5z = 0. De la dltima ecuacién se

deduce que

z(z+5)=0
lo que implica que £ = 0 6 £ = —5. Asf, una condicién necesaria para que T sea una rafz de
T+2=+4—-zesquez =06z = —5. Sustituyendo z en la ecuacién dada por cada uno

de los dos valores posibles se ve que s6lo « = 0 verifica la ecuacién. Asi la ecuacién tiene una
unica solucién, que es £ = 0.
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Al buscar la solucidn al Ejemplo 1.9, ;por qué era necesario comprobar si los valores que halla-
bamos daban soluciones, mientras que este paso no era necesario en el Ejemplo 1.8? Para responder
a esto debemos analizar la estructura 16gica de nuestra solucién al Ejemplo 1.9. Ayudandonos con
flechas numeradas de implicacién y equivalencia, podemos expresar la solucién anterior asi:

1 2 3

T+2=VE-7T D (24+2°=4-27 D Pidr4d—d—z-> 22150=0

5
B sz +5=02 g=06z=-5

La implicacién (1) es cierta (porque a = b = a> = b* y (\/5)2 = a). Es importante observar
que no se puede sustituir esta implicacién por una equivalencia. Si a* = b* entonces, bien a = b 6
a = —b; no es necesariamente cierto que @ = b. Las implicaciones (2), (3), (4) y (5) son también
ciertas; mas aiin, todas ellas son equivalencias, aunque esto no sea necesario para hallar la solucidn.
Hemos obtenido, por tanto, una cadena de implicaciones que van de la ecuacibn £ +2 =+/4 — x a
la proposicién “ = 0 6 £ = —5”. Puesto que la implicacién (1) no se puede invertir, no hay una
cadena de implicaciones en la direccién opuesta. Asi hemos comprobado que si el mimero z verifica
T + 2 = v/4 — z, entonces T debe ser 0 6 —5; ningiin otro valor puede verificar la ecuacién dada.
Sin embargo, atin no hemos probado que 0 6 —5 verifiquen realmente la ecuacién. Hasta que no
sustituyamos, en la ecuacién, = por 0 y —5, no podremos ver que solamente z = 0 es una solucidn.
Notese que, en este caso, el test que hemos propuesto no sélo sirve para comprobar nuestros cdlculos,
sino también su necesidad logica,

Volviendo al Ejemplo 1.6, vemos ahora que cometimos dos errores. En primer lugar, la impli-
cacién * 4+ 5¢ = 0 = x + 5 = 0 es falsa porque = 0 es también una solucién de z*> + 5z = 0.
En segundo lugar, es l6gicamente necesario comprobar si 0 6 —5 verifican realmente la ecuacién.

El método que hemos usado para resolver el Ejemplo 1.9 es el mas comiin. Se establece una
cadena de implicaciones que comienza en la ecuacién dada y acaba en un conjunto de soluciones
posibles de ella. Comprobando cada una de estas soluciones encontramos cudles verifican realmente
la ecuacién. Aun si la cadena de implicaciones es una cadena de equivalencias (como en el Ejem-
plo 1.8), esta comprobacién es un test itil de la validez, no sélo de los célculos, sino de la 16gica.

Problemas

1 Las implicaciones y equivalencias se pueden expresar de formas que difieren de las ya mencionadas. Usar
flechas de implicacién o equivalencia para marcar en qué direccién cree el lector que van las conclusiones
16gicas en las siguientes proposiciones:

(a) La ecuacién 2z — 4 = 2 se verifica s6lo cuando = 3.

(b) Six =3, entonces 2z — 4 = 2.
(c) La ecuacién 2? — 2z + 1 = 0 se satisface si T = 1.
(d) Siz® > 4, entonces T > 2 6 £ < —2 y reciprocamente.

2 Considérense las seis implicaciones siguientes y decidase en cada caso: (i) si la implicacién es cierta y
ii) si la implicacién contraria es cierta. (z, ¥, 2z son nimeros reales.)

(

(a) z=2ey=5=—=zc+y=17 (b) (z—1)z—-2)(z—-3)=0=z=1
() ?+y*=0=z=06y=0 d z=0ey=0=x22+1y*=0

(e) zy=z2=9y=12 ) z>y¥=z>0

3 Considérese la proposicién 2z + 5 > 13.

(a) ¢(Es £ > 0 una condicién necesaria, suficiente, o necesaria y suficiente para que la proposicién sea
cierta?
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(b) Responder a la misma pregunta cuando se sustituye £ > 0 por z > 50.

(c) Responder a la misma pregunta cuando se sustituye £ > 0 por > 4.

4 Resolver la ecuacién
(x+1)? (z—1)° 3z +1

ziz—1) z(z+1) -1

5 Resolver las siguientes ecuaciones:

() z+2=+V4z +13 ®) |z+2|=vé-=z (c) z*—2lz|-3=0

6 Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) vz—4=vz+5-9 b) vz —4=9—-vVz+5

7 Rellenar las casillas con “si y sélo si” cuando el resultado sea un enunciado cierto o, en otro caso, con

6619

si” 0 “sélo si.”

(a) =4 r=2

() z(z+3)<0 l:‘ z>-3

8 Considérese el siguiente intento de resolver la ecuacién x + v/x +4 = 2:

“De la ecuacién dada se deduce que /z +4 = 2 — z. Elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene
Z + 4 = 4 — 4z + x*. Después de simplificar se ve que esta ecuacién implica que z° — 5z = 0. Cancelando
x, obtenemos £ — 5 = 0 y esta ecuacién se verifica cuando z = 5.

(a) Escribir en forma de flechas las implicaciones o equivalencias del razonamiento anterior. ;Cuéles son
correctas?

(b) Resolver correctamente la ecuacién.

9 Enunciar la negacién de cada una de las 6 proposiciones siguientes, de la forma mds simple posible.
(a) x>0ey>0.
b) Todo z verifica z > a.
¢) Niz ni y es menor que 5.

(
(
(d) Paracada € > 0, existe un § > 0 tal que se verifica B.
(e) Nadie puede evitar que le gusten los gatos.

(

f) Cada uno ama a alguien algunas veces.

10 “El Tribunal Supremo no admite a trdmite el recurso a una decisién de un tribunal inferior, en la que se
aprueba el rechazo de un juez a permitir que un acusado se niegue a hablar”. ;Tiene el acusado derecho a
negarse a hablar?
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1.6 DEMOSTRACION MATEMATICA

En ciencia, lo que se puede probar no debe ser creido sin demostracion.*
—=R. Dedekind (1887)

Los resultados mds importantes de cualquier rama de las matematicas se llaman teoremas. La cons-
truccién de demostraciones 16gicamente véalidas de estos resultados puede ser, a menudo, complicada.
Por ejemplo, el “Teorema de los cuatro colores” dice que cualquier mapa plano puede ser coloreado
con cuatro colores, a lo mds, de tal manera que regiones contiguas tengan colores distintos. La
demostracién necesita la comprobacion de cientos de millares de casos distintos, una tarea que sélo
es posible con la ayuda de un complicado programa de computador.

En este libro omitimos a menudo las demostraciones formales de los teoremas. En su lugar
ponemos el énfasis en indicar cémo se puede captar de forma intuitiva lo que los teoremas nos
dicen. Sin embargo, aunque las demostraciones no constituyen una parte importante de este libro, es
util entender algo sobre los distintos tipos de demostracién que se usan en matemdticas. De hecho,
una demostracién que es legible se basa, hasta cierto punto, en la intuicién del lector. Aunque
muchos 16gicos matemadticos se toman la molestia de escribir cada paso y cada razonamiento (y esto
puede ser una técnica necesaria para programar computadores para que comprueben demostraciones)
el resultado suele ser algo ilegible para la mayoria de la gente.

Todo teorema matematico se puede formular como una implicacién

P=Q (*)

donde P representa una o varias proposiciones, llamadas premisas (“lo que sabemos™), () representa
una o varias proposiciones que se llaman las conclusiones (“lo que queremos saber”). Se puede
considerar a un enunciado de la forma P <= ( como dos teoremas.

Normalmente es mds natural demostrar un resultado del tipo (*) empezando en las premisas
P y procediendo sucesivamente hasta la conclusién (). Esta técnica se llama una demostracién
directa. Sin embargo, a veces hay que dar una demeostracion indirecta de la implicacién P = Q.
En este caso partimos de que () no es cierta y, sobre esta base, probamos que P tampoco puede ser
cierta. Esto es absolutamente legitimo porque se tiene la siguiente equivalencia:

P=qQ es equivalentea  no ¢ = no P (1.6)

Es 1til ver c6mo esta regla de la 16gica se aplica a algunos ejemplos concretos:
Si llueve, la hierba se moja

afirma exactamente lo mismo que
Si la hierba no se moja, entonces no llueve.

Si T designa a un tridngulo, entonces
La igualdad de dngulos en la base de T implica que T es isésceles
afirma exactamente lo mismo que
Si T no es isésceles, entonces sus dngulos en la base son distintos.
Hay un tercer método de demostracién que es itil a veces. Se llama demostracion por contra-

diccién. Se basa en un principio l6gico fundamental: es imposible que una cadena de inferencias
_validas vaya de una proposicion verdadera a una falsa. Por tanto, si tenemos una proposicion R

* Damos la frase original en aleman: “Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis geglaubt werden.”
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y deducimos una contradiccién de la suposicién de que R sea falsa, se deduce que R debe ser
verdadera.

Ejemplo 1.10
Usar tres métodos distintos para probar que

-2’ +52-4>0=12>0
Solucion:

(a) Demostracién directa: Supongamos que —z* + 5z — 4 > 0. Sumando z* + 4 a cada
miembro de la desigualdad se tiene Sz > 2 + 4. Puesto que x> + 4 > 4, para todo z,
tenemos que 5z > 4, y asi > 4/5. En particular, z > 0.

(b) Demostracién indirecta: Supongamos que = < 0. Entonces 5z < 0 y asi —x* + 5z — 4
es < 0 por ser la suma de tres nimeros no positivos.

(c) Demostracién por contradiccién: Supongamos que el enunciado no es cierto. Entonces
tiene que existir un z tal que —z%> + 5z —4 > 0y < 0. Pero si < 0, entonces
—2? + 5 — 4 < ~2? — 4 < —4, y asi hemos llegado a una contradiccion.

Razonamientos deductivo e inductivo

Los tres métodos de demostracién que acabamos de describir someramente son ejemplos de razona-
miento deductivo, esto es, razonamiento basado en reglas 16gicas. Por otra parte, muchas ramas de
la ciencia usan razonamiento inductivo. Este tipo de proceso saca conclusiones generales basindose
s6lo en unas pocas (o muchas) observaciones. Por ejemplo, la afirmacién de que “el indice de precios
ha aumentado cada afio durante los tltimos 7 afios; por tanto aumentara el afio préximo también”
muestra un razonamiento inductivo. Los propietarios de casas en California saben lo peligroso que
este razonamiento puede llegar a ser en economia. Este proceso inductivo es, no obstante, de una
importancia fundamental en las ciencias experimentales y empiricas, a pesar de que nunca se puedan
considerar como absolutamente ciertas las conclusiones a que se llega.

El razonamiento inductivo no se considera una forma de demostracion matematica. Supon-
gamos, por ejemplo, que se pide a estudiantes de un curso de geometria probar que la suma de
los 4ngulos de un tridngulo vale 180 grados. Si miden fatigosamente, lo mds exactamente posible,
1.000 (o incluso un millén) de tridngulos distintos, probando en cada caso que la suma de los
angulos es 180, ;no serviria esto como demostracion? No. Aunque estas medidas representarian
una buena indicacién de que la proposicién es cierta, no constituyen una demostracién matematica.
Andlogamente, en economia de la empresa, el hecho de que los beneficios de una compafiia hayan
crecido durante los ultimos 20 afios no es garantia de que crecerdn el presente afio.

No obstante, hay una forma matemdtica de induccién que se usa bastante para crear demostra-
ciones vélidas. Se expone en la Seccién B.5 del Apéndice B.

Problemas

1 Considerar el siguiente enunciado (dudoso): “Si la inflaci6n crece, el paro disminuye”. ;Cudles de los
enunciados siguientes son equivalentes a é1?

(a) Para que disminuya el paro, la inflacién debe crecer.
(b) Una condicién suficiente para que disminuya el paro es que la inflacién crezca.
{c) El paro disminuye solamente si la inflacién crece.

(d) Si el paro no disminuye, la inflacién no crece.
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(e) Una condicién necesaria para que crezca la inflacién es que el paro disminuya.

2 Analizar el siguiente epitafio: (a) usando la l6gica y (b) desde un punto de vista poético.

Los que lo conocieron lo amaron.
Los que no lo amaron no lo conocieron.

3 Dar los detalles de la siguiente demostracién de que /2 is irracional, Supongamos que V2= p/q, donde
Py ¢ son enteros primos entre si. Entonces p?> = 2¢?, lo que significaria que p?, y por tanto p, serian
divisibles por 2. Asf, p = 2s para un entero $, luego 4s?> = 2¢>. Por tanto, ¢*> = 2s>. De aquf se sigue
que q seria también divisible por 2, lo que contradice la hipitesis de que p y ¢ son primos entre si.

1.7 TEORIA DE CONJUNTOS

Si sabes teoria de conjuntos hasta el fondo, y
nada mds de matemadticas, no sirves de nada a
nadie. Si supieras muchas matemdticas, pero nada
de teoria de conjuntos, podrias conseguir mucho.
Pero si supieras un poco de teoria de conjuntos,
tendrias una comprension mucho mayor del lenguaje
de las matemdticas.

—1. Stewart (1975)

En la vida diaria agrupamos continuamente objetos de la misma naturaleza. Por ejemplo, nos refe-
rimos al profesorado universitario significando todo el personal académico de la universidad. Un
jardin significa todas las plantas que crecen en él. Hablamos de todas las empresas con mas de
1.000 empleados, de todos los contribuyentes de Los Angeles que ganaron entre 50.000 y 100.000
délares en 1992, y asi sucesivamente. En todos estos casos tenemos una coleccién de objetos que se
ve como una globalidad. En matemadticas, una tal coleccién se llama un conjunto, y los objetos se
llaman sus elementos o miembros.

(Coémo se define un conjunto? La manera mas sencilla es dar una lista de sus elementos, en
cualquier orden, entre las dos llaves { y }. Un ejemplo de conjunto es

S ={a,b,c}

cuyos elementos son las tres primeras letras del alfabeto de la mayoria de las lenguas de origen
europeo. O bien podria tratarse de un conjunto con tres elementos representados por las letras a, b,
c. Por ejemplo, sia = 0,b =1y ¢ = 2, entonces S = {0, 1,2}. También S designa al conjunto
de las raices de la ecuacién cubica

(z—a)(z—-b)(z—c)=0

en la incognita z, donde a, b y ¢ son tres niimeros reales cualesquiera,

De otra forma, supongamos que el lector come en un restaurante que ofrece varias alternativas
para el plato fuerte. Podrian ser cuatro: pescado, pasta, tortilla y pollo. Entonces el conjunto de las
posibilidades, F, tiene estos cuatro elementos y estd completamente definido por

E = {pescado, pasta, tortilla, pollo}

Nétese que el orden en la lista de los platos no importa. El conjunto de posibilidades es el mismo,
aun cuando se cambie el orden de los elementos del mend.

Se considera que dos conjuntos A y B son iguales si cada elemento de A es un elemento de -
B y cada elemento de B es un elemento de A. En este caso, escribimos A = B. Esto significa que
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los dos conjuntos tienen los mismos elementos. Consiguientemente, {1,2,3} = {3,2, 1} porque el
orden en que se colocan los elementos no significa nada. Ademas {1,1,2,3} = {1,2,3}, porque
un conjunto no cambia si sus elementos aparecen mds de una vez.

Dar una propiedad

No se puede definir cualquier conjunto dando una lista de sus elementos. Algunos conjuntos son
infinitos, esto es, contienen un nuimero infinito de elementos.

De hecho, esos conjuntos infinitos son bastante corrientes en economia. Témese, por ejemplo,
el conjunto presupuestario que aparece en la teoria del consumidor. Supongamos que hay dos bienes,
en cantidades designadas por = e ¥y, que s¢ pueden comprar a los precios p y ¢, respectivamente.
Una cesta de consumo es un par (z, y) de cantidades de los dos bienes. Su valor a los precios p y ¢
es pr + qy. Supongamos que un consumidor tiene una cantidad m para gastar en los dos bienes.
Entonces la restriccion presupuestaria es pz + qy < m (suponiendo que el consumidor puede no
gastar todo su dinero). Si también se acepta que la cantidad consumida de cada bien no es negativa,
entonces el conjunto presupuestario (al que designaremos por P) consta de las cestas de consumo
(z,y) que verifican las tres desigualdades px + qy < m, z > 0 e y > 0. (El conjunto P es el de
la Figura 2.41.) Una notacién esténdar para este conjunto es

P={(z,y):pr+qy <m, >0, y >0} (1.7)

Se siguen usando las llaves { } para designar al “conjunto que consta de”. Sin embargo, en lugar
de enumerar todos sus elementos, lo que es imposible pues son infinitos, se define el conjunto en
dos partes. A la izquierda de los dos puntos se pone (x,¥y), que es la manera en que se designa
un elemento tipico de P, en este caso una cesta de consumo que se especifica por una lista de las
cantidades de los dos bienes. A la derecha de los dos puntos se colocan las tres propiedades que
deben verificar esos elementos tipicos. Asi queda definido el conjunto. Esto es un ejemplo de la
definicién general:
S = {elemento tipico : propiedades a satisfacer}

Notese que no solo se pueden definir los conjuntos infinitos por propiedades —los finitos también.
De hecho, hay que definir de esta manera algunos conjuntos finitos, como el de los seres humanos
que hoy viven o, como esperamos, el conjunto de los lectores de este libro.

En matemadticas se hace uso frecuente de los conjuntos infinitos. Por ejemplo, en la Seccién 1.4,
estudiamos el conjunto de los enteros positivos, que se designa usualmente por N, asi como el de
los mimeros racionales, que se designa por @, y el de los niimeros reales, que se designa por R.
Todos estos conjuntos son infinitos.

Pertenencia a un conjunto

Como dijimos antes, los conjuntos estdn formados por elementos. Hay una notacién estdndar para
designar la relacién entre un conjunto y sus elementos. Primeramente,

re S

indica que = es un elemento de S. Nétese el simbolo especial € (que es una variante de la letra
griega €, o “épsilon”). A veces se usa S O T para expresar exactamente la misma relacion z € S.
El simbolo > se llama “posee”, pero no se usa frecuentemente. Para expresar el hecho de que z no
es un elemento de S, escribimos z ¢ S. Por ejemplo, d ¢ {a,b, c} quiere decir que d no es un
elemento del conjunto {a, b, c}.

Para ilustrar la notacién de pertenencia a un conjunto, volvamos a nuestros ejemplos anteriores.
Dado el conjunto presupuestario P de (1.7), designemos por (z*,y*) las compras que hace el
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consumidor. Entonces debe verificarse que (z*,y*) € P. Si un cliente del restaurante elige una
opcién s en el conjunto £ = {pescado, pasta, tortilla, pollo} de los platos fuertes del mend, debe
ser s € E. Este es el que llamamos “conjunto factible” —es posible elegir uno de sus elementos,
pero nada fuera de éL

En el ejemplo de la eleccién de plato, se puede argiiir que, si al cliente no le gusta ninguno,
no se le puede prohibir el no elegir nada del meni. Puede, entonces, ir a otro restaurante o, mas
sencillamente, pasar hambre. Si esto es lo que hace, no esta realmente eligiendo fuera del conjunto
factible. M4s bien debemos agrandar nuestro conjunto factible para incluir la opcidn de no elegir
ninguno de los cuatro platos disponibles. Asi el verdadero conjunto factible para el cliente es

Es5 = {pescado, pasta, tortilla, pollo, ninguno de los cuatro}

Al final, la vinica manera de evitar elegir algo de este conjunto es elegir mds de un elemento. Si no
se permite esto, entonces F's es el conjunto factible verdadero.

Subconjuntos

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Entonces A es un subconjunto de B si se verifica que
todo elemento de A es también un elemento de B. Asi A es mis pequefio que B en un cierto
sentido, aun cuando A y B pueden ser iguales. Esta relacion se expresa en simbolos en la forma
A C B, y como expresi6n asi:

ACB < [zr€ A=z € B|

Un caso particular de subconjunto es cuando A es un subconjunto propio de B, lo que significa que
A C By A # B. A veces se reserva la notacién A C B para el caso en que A es un subconjunto
de B tal que A # B, lo mismo que se reserva ¢ < b para el caso en que @ < by a # b. Entonces
se usa A C B para significar que A es un subconjunto de B. Sin embargo, rara vez se necesita
especificar que A es un subconjunto propio de B y, cuando se necesita, se puede decir con palabras.

Operaciones con conjuntos

Se pueden combinar conjuntos de muchas maneras distintas. Son especialmente importantes tres
operaciones: union, interseccion y diferencia de conjuntos, como se describe en la Tabla 1.2. Asi,

AUB={z:xc Aézec B}
ANB={z:z€ Ayz € B}
A\B={z:z€ Ayz ¢ B}

TABLA 1.2
Notacion Nombre El conjunto consta de
AUB Aunién B Los elementos que pertenecen al menos

, a uno de los conjuntos A, B.
AN B Aintersecciéon B Los elementos que pertenecena A y B.

A\ B AmenosB Los elementos que pertenecen a A pero
no aB.

Ejemplo 1.11
Sea A ={1,2,3,4,5} y B={3,6}. Hallar AUB, ANB, A\ By B\ A.
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Solucion: AU B = {1,2,3,4,5,6}, AN B = {3}, A\ B ={1,2,4,5}, B\ A= {6}.

Se puede poner un ejemplo econémico considerando conjuntos particulares de contribuyentes
en 1990. Sea A el conjunto de todos esos contribuyentes cuyos ingresos eran al menos de 15.000$
y sea B el conjunto de los que tenifan un patrimonio neto de al menos 150.000$. Entonces A U B
serfan los contribuyentes que ganaron al menos 15.000$ o que tenfan un patrimonio de al menos
150.000$, mientras que A N B son aquéllos que ganaron al menos 15.000$ y cuyo patrimonio era al
menos de 150.000$. Finalmente, A \ B serian los que ganaron al menos 15.000$ pero tenfan menos
de 150.000% de patrimonio neto.

Se llaman disjuntos dos conjuntos A y B sin elementos en comiin. El simbolo “(” designa al
conjunto que no tiene ningin elemento. Se le llama el conjunto vacio. Los conjuntos A y B son
disjuntos si y s6lo si AN B = 0.

Una coleccién de conjuntos se llama usualmente una familia de conjuntos. Cuando se considera
una familia de conjuntos es natural pensar que cada conjunto de ella es un subconjunto de un con-
junto fijo €, llamado de ahora en adelante el conjunto universal. En el ejemplo anterior, €l conjunto
de todos los contribuyentes en 1990 seria el conjunto universal.

Si A es un subconjunto del conjunto universal 2, segin la definicién de diferencia, Q \ A es
el conjunto de los elementos de Q que no estdn en A. Se llama complemento de A en Q a este
conjunto y a veces se le designa por C A, de tal forma que CA = Q \ A. Otras notaciones para el
complemento de A son Ay A.

Cuando se use la notacién CA, es importante especificar claramente respecto de qué conjunto
universal € se toma el complemento.

Ejemplo 1.12
Elijamos como conjunto universal £ el de todos los estudiantes de una cierta universidad. Sea F'
el conjunto de las mujeres estudiantes, M el conjunto de todos los estudiantes de matematicas,
C el de los estudiantes que pertenecen al coro de la universidad, B el de todos los estudiantes

de biologia, y T el de todos los estudiantes que juegan al tenis. Describir los elementos de los
conjuntos siguientes: Q\ M, M UC, FNT, M\ (BNT)y (M \ BYyu (M \T).

Solucién: Q\ M consta de los estudiantes que no hacen matematicas, M UC consta de aquellos
que hacen matemadticas y/o pertenecen al coro universitario. El conjunto F' N7 estd formado
por las estudiantes que juegan al tenis. El conjunto M \ (BNT') esta formado por los que hacen
matemdticas y no hacen simultdneamente biologia y tenis. Finalmente, (M \ B)U(M\T) est4
formado por los estudiantes que, o bien hacen matematicas pero no biologia, o bien que hacen
matematicas pero no juegan al tenis. ;Ve el lector que los dos dltimos conjuntos son iguales?
(Si M, B, T son conjuntos cualesquiera se verifica que (M \ B)U(M \T)= M\ (BNT).
Le serd mas facil al lector comprobar esta igualdad una vez que haya leido el estudio de los
diagramas de Venn, que se va a hacer a continuacién.)

Diagramas de Venn

Cuando hay que considerar relaciones entre varios conjuntos es instructivo y de mucha ayuda re-
presentar a cada uno por una regién en el plano. La regién ha de dibujarse de forma que todos
los elementos que pertenecen a un cierto cqnjlunto estén contenidos en la misma region cerrada del
plano. Se llaman diagramas de Venn a los que se construyen de esta forma. Las definiciones que
hemos estudiado en la seccién anterior se representan graficamente en la Figura 1.6.

Se pueden deducir férmulas universalmente vélidas en teorfa de conjuntos, bien directamente
de las definiciones, o representando conjuntos por diagramas de Venn. Por ejemplo, la férmula
AN B = BN A se deduce inmediatamente de la definicién de interseccién de conjuntos. En
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CCA AUB ANB

FIGURA 1.6 Diagramas de Venn.

cambio, es mas dificil hacer lo mismo en el caso de la férmula
AN{(BUC)=(ANBYU(ANC) (*)

valida para toda terna A, B, C de conjuntos. Usando diagramas de Venn se ve inmediatamente que
la parte sombreada de la Figura 1.7 representa a los conjuntos de ambos lados de la igualdad (*),
que queda asi demostrada.

Cuando se dibuja un diagrama de Venn para tres conjuntos A, B, C, es importante hacerlo
de tal forma que se representen todas las relaciones posibles entre un elemento y cada uno de los
conjuntos. En otras palabras, deben ser no vacios los ocho conjuntos siguientes: (1): (AN B)\ C;
(2): (BNC)\ 4; (3): (CNA)\B; (4): A\ (BUC); (5): B\ (CUA); (6): C\(AUBY); (7):
ANBNC;y(8): C(AUBUC). (véase Figura 1.8). Obsérvese que esta forma de representar
conjuntos se vuelve pronto inmanejable. En efecto, cuando hay 4 conjuntos en un diagrama de Venn,
el mimero de regiones es de 16 (= 2*) al menos.

B
A A ﬂ
(8)
C C
FIGURA 1.7 FIGURA 1.8

Se comprueba inmediatamente a partir de las definiciones de unién e interseccién (o con dia-
gramas de Venn) que AU (BUC)=(AUB)UCyAN(BNC)= (AN B)NC. Por tanto,
no importa el lugar donde se coloquen los paréntesis. En tales casos se suprimen los paréntesis y las
expresiones se escriben AU BUC y AN BN C. Sin embargo, no se pueden quitar los parénte-
sis de expresiones como A N (B U C) porque este conjunto no siempre es igual a (AN B) U C.
Demuéstrese este hecho mediante diagramas de Venn o con el ejemplo A = {1,2,3}, B = {2,3},
C ={4,5}.

Problemas

1 Sean A = {2,3,4}, B = {2,5,6}, C = {5,6,2} y D = {6}.
(a) Deducir si los enunciados siguientes son ciertos: 4 € C; 5 € C; AC B; D C C; B =C;

(b) Calcular ANB; AUB; A\ B; B\ 4, (AUB)\(ANnB); AUBUCUD; AnBNC;
ANBNCND. :
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2 (a) ¢Es la misma persona el mayor pintor entre los poetas que el mayor poeta entre los pintores?

10

11

12

(b) ¢Es la misma persona el pintor més viejo entre los poetas que el poeta més viejo entre los pintores?

Usando las notaciones del Ejemplo 1.12, escribir los siguientes enunciados en la terminologia de la teoria
de conjuntos:

(a) Todos los estudiantes de biologia hacen matematicas.
(b) En el coro de la universidad hay mujeres que estudian biologfa.

(¢) Todas las mujeres que ni juegan al tenis ni estdn en el coro universitario estudian biologia

Sean F', M, C, B, T los conjuntos del Ejemplo 1.12. Describir los conjuntos siguientes: F' N B N C;
MnNF, ((MOB)\C') \T.

Demostrar las férmulas siguientes, bien usando las definiciones, bien los diagramas de Venn:
(a) AUB=BUA () AUA=A

() ANA=A d And=20

(&) AUD=A () AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Determinar cudles de las férmulas siguientes son correctas. Si alguna no lo es, dar un contracjemplo. Usar
diagramas de Venn si sirven de ayuda.

(a A\B=B\A (b) ACB < AUB-=8B

(¢c) ACB <= ANB=A4 d) ANB=ANnC=B=C

&) AUB=AuC=B=C fl A\B\O)=A\B)\C

Hacer la lista completa de los subconjuntos del conjunto {a, b, c}. ;Cuantos hay, incluyendo el vacio y el
total? Hacer lo mismo con el conjunto {a, b, ¢, d}.

Una encuesta dio como resultado que a 50 personas les gustaba el café, a 40 el té, a 35 ambos y a 10
ninguno de los dos. ;Cuantas personas respondieron a la encuesta?

Sea A un conjunto con un nimero finito de elementos, y designemos por n(A) a este nimero. Si Ay B
son conjuntos finitos cualesquiera, probar que:

(@) n(AUB)=n(A)+n(B)—n(ANB)
(b) n(A\ B) =n(4A) —n(ANB)

Si A y B son conjuntos arbitrarios, se define la diferencia simétrica entre A y B por la relacién
AAB=(A\B)U(B\ A

Evidentemente, A A B = B A A mientras que, en general, A\ B # B\ A. Usando diagramas de Venn,

o de cualquier otra forma, probar:

(a) AAB=(AUB)\(ANB)

(b) (A A B) A C consta de los elementos que pertenecen a s6lo uno de los conjuntos A, B, C, o bien
que estan en los tres.

Una de las identidades siguientes no es vilida en general. ;Cudl es?
(a) (AAB)AC=AA(BACQC)

) ANCYAB=(AAB)N(CAB)

(c) ANA=1
(2)

a) Mil personas respondieron a una encuesta destinada a averiguar qué periédico, A, B o C, lefan en un

cierto dia. Las respuestas fueron que 420 lefan A, 316 lefan B y 160 lefan C. Entre los encuestados,
116 lefan Ay B, 100 Ay C, 30 B y C'y 16 lefan los tres.
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(i) ¢Cuantos lefan A pero no B?
(ii) ¢Cuantos leian C, pero no A ni B?
(iii) ¢Cuéntos no lefan ninguno?
(b) Designese por Q al conjunto de los 1.000 encuestados (el conjunto universal). Aplicando la notacién
del Problema 9, tenemos que n(A) = 420 y n(A N B N C) = 16, por ejemplo. Hallar los nimeros

de la parte (a) de manera semejante. Averiguar por qué es vdlida la ecuacién siguiente
n(Q\(AUBUC)) =n(Q) ~n(AUBUC)
(c) Probar que, si A, B, C, son conjuntos finitos cualesquiera, entonces

n(AU B UC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(AN B) — n(ANC)
—n(BNC)+n(ANBNC)
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Funciones de una variable:
introduccion

... las matemdticas no son tanto un tema
como una manera de estudiar cualquier tema,
no tanto una ciencia como una forma de vida.

—G. Temple (1981)

Las funciones tienen una importancia fundamental praicticamente en cualquier 4rea de la matemética
pura y aplicada, incluyendo la matemdtica aplicada a la economia. El lenguaje de la economia mate-
mdtica esta lleno de términos como funciones de oferta y demanda, produccién, consumo, etcétera.
En este capitulo y en el proximo presentamos una discusién general de las funciones de una variable
real, ilustrada con algunos ejemplos muy importantes.

2.1 INTRODUCCION

Una variable es funcién de otra si la primera depende de la segunda. Por ejemplo, el drea de un
circulo es una funcién de su radio. Si se da el radio r entonces el drea estd determinada. De hecho
A = mr?, donde 7 es la constante numérica 3,14159. .. .

La medida de la temperatura suministra otro ejemplo de funcién. Si C' designa la temperatura
expresada en grados centigrados (o Celsius), ésta es una funcién de F’, la misma temperatura medida
en grados Fahrenheit, porque C' = g(F —32).

En la conversacién ordinaria utilizamos la’ palabra “funcién” de una forma andloga. Decimos,
por ejemplo, que la tasa de mortalidad infantil de un pais es funcién de la calidad de su atencién
médica, o que el producto nacional bruto es funcién del nivel de inversién. En ambos casos, el
obtener una férmula que represente a la funcién exactamente es una dificil tarea de investigacién.

No se necesita una formula matemadtica para poner de relieve la idea de que una variable es
funcién de otra: una tabla puede también establecer la relacion. Por ejemplo, la Tabla 2.1 muestra el
crecimiento de los gastos anuales totales personales de consumo, medidos en délares, en los Estados
Unidos en el periodo 1985-1991. Estd tomada de los datos del Economic Report of the President de

30
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enero de 1993. Esta tabla define los gastos de consumo como una funcién del afio. No se considera
Ia inflacién.

TABLA 2.1 Gastos personales de consumo en EE.UU., 1985—-1991

Afio 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991
Consumo personal ! 2.667,4 28506 3.0522 32961 35231 87484 3.887,7

"En miles de millones de délares.

También se puede ilustrar la dependencia entre dos variables mediante una curva o un gréafico.
Consideremos los dos ejemplos que siguen.

En la figura 2.1, hemos dibujado una curva, la llamada curva de Laffer, de la que se ha dicho
que desempefié un papel importante hace algunos afios en la discusién de la “economia por el lado
de la oferta”. Esta curva muestra la supuesta relacién entre el tipo de gravamen del impuesto sobre
la renta de las personas fisicas y la recaudacién total por este impuesto. Obviamente, si el tipo es
del 0%, entonces el ingreso es 0. Sin embargo, si el tipo es del 100%, entonces los ingresos seran
también casi cero porque pricticamente nadie querrd trabajar si sus ganancias integras van a ser
confiscadas. Estas ideas son evidentes para la practica totalidad de los economistas competentes (en
casos como el Problema 1 de la Seccién 3.2). No obstante, el economista americano Arthur Laffer,
autor de la curva, suscité una fuerte polémica, pues declaré que habia dibujado esa curva en una
servilleta de restaurante y, mds tarde, divulgé el mensaje entre todo el publico. Ha sido un objeto
de discusién acalorada entre los economistas cudl es el tipo de gravamen a para el cual el gobierno
obtiene la méxima recaudacién.

Ingreso por impuestos

Y

— Tipo impositivo
100 p p

FIGURA 2.1 La “curva de Laffer”, que relaciona ingresos por impuestos con tipo impositivo.

La Figura 2.2 reproduce un sello de correos con un griafico sobre el crecimiento del producto
nacional bruto de Noruega durante los 100 primeros afios de vida de la Oficina Central de Estadistica.

Todas las relaciones que hemos expuesto tienen una caracteristica en comun: hay definida una
regla para relacionar cada valor de una variable con un valor de otra.

Nétese que en todos los ejemplos se ha supuesto implicitamente que las variables estdn sujetas
a ciertas restricciones. En el ejemplo de la temperatura, F' no puede ser menor que —459,67, el cero
absoluto (que corresponde a —273,15 grados centigrados). En la tabla 2.1 sélo son relevantes los
afios entre 1985 y 1991.
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FIGURA 2.2 El producto nacional noruego (indice de volumen) 1876—1976

2.2 FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Los ejemplos que hemos estudiado en la seccion anterior nos conducen a la siguiente definicion de
funcién real de una variable real:

Una funcién de una variable real  con dominio D es una regla que asigna un tinico nimero

real a cada nimero z en D (2.1)

La palabra “regla” se usa aqui en un sentido muy amplio. Toda regla con las propiedades descritas
en (2.1) se llama una funcién, tanto si viene dada por una férmula como por palabras, definida por
una tabla, representada por una curva, o expresada por otros medios.

Se designa usualmente a las funciones por una letra como f, g, F', 6 ¢. Si f es una funcién y
z es un nimero de su dominio D), entonces f(z) designa al mimero que la funcién f asigna a z.
Se pronuncia el simbolo f(z) como “f de z”. Es importante notar la diferencia entre f, que es un
simbolo que representa a una funcién (la regla), y f{(x), que designa al valor de f en z.

Si f es una funcidn, se designa a veces por y el valor de f en z, luego se escribe

y = f(z). (%)
En esta situacién se llama a z la variable independiente, o el argumento de f, mientras que se
llama a y la variable dependiente, porque el valor de y depende (en general) del valor de z. En
economia se llama a menudo a T la variable exdgena, mientras que ¥ es la variable enddgena.
Frecuentemente se define una funcién por una férmula del tipo (*) como, por ejemplo, y =
8x% + 3z + 2. La funcién es entonces la regla que asigna a x el nimero 8x2 + 3z + 2.

Notacion funcional

Para familiarizarse con la notacién es bueno echar una ojeada a algunos ejemplos de funciones
definidas por férmulas.

Ejemplo 2.1
Se define una funcién para todos los nimeros mediante la regla siguiente:
Asignese a todo nimero su tercera potencia. (1)
Esta funcién asignard 0° =02 0,3* =272a3,(-2)’ = -8a -2y (1/4)> =1/64 a 1/4. En

general, asigna el nimero x> al nimero . Si designamos por f a esta funcién, entonces

flx) =2’ (2)
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Por tanto, f(0) = 0* =0, f(3) =3 =27, f(-2) = (-2
Sustituyendo a por = en la férmula de f se obtiene f(a)
1)

fa+)=(@+1)’=(@+Da+1(a+

Nota: Un error bastante comiin es suponer que f(a) = a® implica f(a + 1) = a® + 1. Se puede
ilustrar este error mediante una interpretacién sencilla de f. Si a es la arista de un cubo medida en
metros, entonces f(a) = a’ es el volumen del cubo medido en metros ciibicos. Supongamos que
cada arista del cubo aumenta 1 m. Entonces el volumen del nuevo cubo es f(a + 1) = (a + 1)}
metros ciibicos. El nimero a® + 1 es el que se obtiene cuando el volumen de un cubo de arista a
se aumenta en 1 m>. De hecho, f(a + 1) = (a + 1)> es muy distinto de a* + 1, como se ve en las
figuras 2.3 y 2.4.

) :—8 f(1/4) = (1/4)3 = 1/64.
= a3, de donde

=a’+3a*+3a+1 (3)

FIGURA 2.3 Volumen f(a + 1) = (a + 1)°: FIGURA 2.4 Volumen a° + 1.
Ejemplo 2.2
El coste total (en ddlares) de la produccién de z unidades de un cierto bien viene dado por la
formula

C(z) = 100z+/T + 500

Hallar el coste de producir 16, 100, y a unidades. Supongamos que la empresa produce a
unidades; hallar el incremento de coste en la produccién de una unidad adicional.!
%lucio’n: El coste de producir 16 unidades se halla sustituyendo z por 16 en la férmula de

z):

@ C(16) = 100 - 16v/16 + 500 = 100 - 16 - 4 + 500 = 6.900
Andlogamente,

C(100) = 100 - 100 - v/100 + 500 = 100.500
C(a) = 100a+v/a + 500
El coste de produccién de a + 1 unidades es C'(a + 1), luego el aumento de coste es
C(a+ 1) — C(a) = 100(a + 1)v/a + 1 + 500 — 100a+/a — 500
=100[(a + )Va + 1 — av/a]

Hemos usado x para designar a la variable independiente, pero podemos utilizar casi cualquier
otro simbolo. Por ejemplo, todas las férmulas siguientes definen exactamente la misma funcién (y

1

Este es el concepto que los economistas llaman usualmente coste marginal. Sin embargo, deberfan llamarlo coste
incremental. En la Seccidn 4.3, explicaremos la diferencia entre los dos. )
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asi podemos poner f = g = ¢):

z? -3 -3 £ -3
= ", t = —_ >, = — X
f@ =g 0= HO=ary ")
A estos efectos podriamos también expresar la funcién de (*) como sigue:
()*-3
fO)=+%
() +1

Se entiende que el punto entre paréntesis se puede reemplazar por un nimero arbitrario, o una letra,
o incluso otra funcién como 1/y. Asi,

(1) -3 k*—3 (1/y)? -3
1) = =-—1 k)= —— l/y) = ——"F———

En teoria econdmica se estudian frecuentemente funciones que dependen de un cierto nimero de
pardmetros, ademds de la variable independiente. Damos un ejemplo tipico.

Ejemplo 2.3
Supongamos que el coste de produccién de  unidades de un bien de consumo es

C(z) = Az/T + B.. (Ay B son constantes positivas) 1)
Hallar el coste de producir 0, 10 y = + h unidades.
Solucion: El coste de producir O unidades es
C(0)=A-0-/0+B=0+B=B8B

(El parametro B representa simplemente los costes fijos. Son los que hay que pagar haya
produccién o no, como el canon anual de una licencia de taxi.) Anilogamente,

C(10)=A-10v/10+ B
Finalmente, sustituyendo = por = + h en (1) se obtiene

C(z+h)=A(z+h)Vz+h+B

El dominio y el rango

En la definicién de una funcién se debe incluir su dominio. El dominio de la funcién f definida
por f(z) = z* (véase el Ejemplo 2.1) es el conjunto de todos los nimeros reales. En el Ejemplo
2.2, donde C(z) = 1009:\/5 + 500 designa el coste de produccién de z unidades de un bien, no
se especifico el dominio, pero lo natural es considerar como tal el conjunto de los nimeros 0, 1, 2,
..., Ty, donde T, es €l maximo nimero de unidades que puede producir la empresa. Si T es una
variable continua, el dominio natural es el intervalo cerrado [0, To).

Si se define una funcién por medio de una formula algebraica, adoptamos el convenio de que
el dominio consta de todos los valores de la variable independiente para los cuales la féormula tiene
sentido (a menos que se mencione explicitamente otro).

Ejemplo 2.4
Hallar los dominios de

@ f@)=—— ) ge)=vIia
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Solucion:

(a) Para z = —3, la férmula suministra la expresién “1/0”, que no tiene sentido. Para cual-
quier otro valor de x, la férmula define un nimero f(z). Asi, el dominio consta de todos
los nimeros * # —3.

(b) La expresién v/2x + 4 esté definida para todo z tal que 2z+4 no es negativo. Resolviendo
en z la desigualdad 2z 4+ 4 > O se obtiene £ > —2. Por tanto, el dominio de g es el
intervalo [—2, 00).

Sea f una funcién con dominio D. El conjunto de todos los valores f(x) que toma la funcién
se llama el rango de f. Usualmente se denota el dominio de f por D ¢y el rango por Ry. Estos
conceptos se ilustran en la Figura 2.5, usando la idea de gréfica de una funcién. (Las gréficas se
estudian en la seccién siguiente, pero muy probablemente el lector las haya visto anteriormente.)

Otra forma de concebir una funcién es como un motor que toma como entrada un nimero T
del dominio y da f(x) como salida (véase Figura 2.6.) El rango de f es el conjunto de todos los
nimeros que se obtienen como salida al usar como entradas todos los nimeros = del dominio. Si se
introduce un nimero que no esté en el dominio, el motor no funciona y no hay salida.

AN N

T
FIGURA 2.5 El dominio y el rango de f. FIGURA 2.6 Funcién como motor.
Ejemplo 2.5
Probar que el nimero 4 pertenece al rango de la funcién definida por g(x) = v/2x + 4. Hallar

el rango de g. (Recuérdese que /u designa a la raiz cuadrada no negatlva de u.)

Solucion: Para probar que un mimero como 4 esti en el rango de g hay que encontrar un
nimero x tal que g(x) = 4. En otras palabras, hay que resolver la ecuacién 2z +4 = 4
en z. Elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene 2T + 4 = 4% = 16, luego T = 6. Asi
el nimero 4 pertenece al rango R, porque g(6) = 4.

Para determinar el rango de g debemos responder a la siguiente pregunta: ;Cudles son
todos los valores posibles de v/2x + 4 cuando T varia en el intervalo [—2,00) ? Para ¢ = —2,
v2x +4 =0,y +/2x + 4 no puede ser nunca negativo. Asi afirrmamos que, cualquiera que sea
el mimero yo > O que se elija, existe un x; tal que \/ 2z + 4 = yo. Elevando al cuadrado cada
miembro de esta ecuacién se obtlene 2r9+ 4 = yo Por tanto 29 = y3 — 4, lo que implica
que Tp = (y0 —4). Como y} > 0, tenemos que Top = 3 (yo 4) > %(—4) = —2. Asi,
para cada yo 2> 0, hemos hallado un nimero Ty > —2 tal que g(xo) = yo. Por consiguiente, el
rango de g es [0, 00).

Aun cuando tengamos una funcién definida por una férmula en un dominio determinado, no es
siempre fécil hallar el rango. Por ejemplo no es nada facil hallar R para f(z) = 3z’ —2z?—12z—3
y Dy = [—2, 3] sin usar los métodos del célculo diferencial.

Muchas calculadoras de bolsillo vienen con algunas funciones especiales ya implementadas.
Por ejemplo, la mayoria tienen la funcién v/ que asigna a cada nimero & su raiz cuadrada /.
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Si introducimos en la calculadora un ndmero no negativo, como 25, y pulsamos la tecla de la raiz
cuadrada, aparece el mimero 5 en la pantalla. Si introducimos —3 aparece la palabra “Error”, que es
la manera que la méaquina tiene de decir que +/ —3 no estd definida.

El concepto de funcidn es completamente abstracto. En el Ejemplo 2.2 estudiamos una funcion
que halla el coste de produccién C(z) (en délares) asociado al niimero « de unidades de un bien
de consumo. En este caso, £y C (a:) son cantidades concretas y medibles. Sin embargo, la letra
C, que es el nombre de la funcién, no representa ninguna cantidad fisica; representa mas bien la
dependencia que tiene el coste del nimero de unidades que se producen, lo que es un concepto
puramente abstracto.

Problemas

1 Sea f(z) =x* + 1.

(2) Caleular £(0), f(=1), f(1/2), y F(VD.

(b) ¢Para qué z se verifica que: (i) f(z) = f(—x), (ii) f(z+1) = f(x)+fQ), (i) fQ2z) =2f(z)?
2 Supongamos que F'(z) = 10, para todo z. Hallar F'(0), F'(—3), y F(a +h) — F(a).
3 Sea f(t)=a’>—(t—a)® (aes cbnstante).

(a) Calcular f(0), f(a), f(—a), vy f(2a). (b) Calcular 3f(a) + f(—2a).

4 Sea f la funci6n definida, para todo z, por

fx)

T

Tt
(a) Caleular f(—1/10), f(0), f(1/V2), f(¥/7), y f(2).
(b) Probar que f(z) = —f(—z) para todo z, y que f(1/z) = f(x), para x # 0.
5 El coste de produccién de x unidades de un bien de consumo estd dado por
C(x) = 1.000 + 300z + z*
(a) Caleular C(0), C(100) y C(101) — C(100).
(b) Calcular C(z + 1) — C(z) y explicar con palabras el significado de la diferencia.

6 Sea F(t) = Vt? — 2t + 4. Calcular F(0), F(—3) y F(t +1).

7 H. Schultz estimé que la demanda de algodon en los Estados Unidos en el periodo 1915-1919 fue de
D(P) = 6,4 — 0,3P (con unidades apropiadas para el precio P y la cantidad D(P)).
(a) Hallar la demanda si el precio es de 8, 10, y 10,22.
(b) Sila demanda es 3,13, ;cudl es el precio?

8 El coste de quitar p% de 1a suciedad de un lago esta dado por

10p
b =
(p) 105—p

(a) Hallar b(0), b(50), y b(100).
(b) (Qué significa b(50 + k) — b(50)? (h > 0).

9 (a) Si f(x) = 100z probar que, para todo ¢, f(tx) = t*f(x).
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(b) Si P(z) = x'/? probar que, para todo t > 0, P(tz) = t'/*P(x).

10 Se verifica que f(a+b) = f(a) + f(b) para todo a y b solamente para unas funciones especiales, que se
llaman “aditivas”. Determinar si f(2+ 1) = f(2) + f(1) para las siguientes:
(a) f(z)=22" (b) f(z)= -3z () fl@)=Vz

11 (a) Si f(z) = Az, probar que f(a + b) = f(a) + f(b) paratodo a y b.
(b) Si f(x) = 10", probar que f(a +b) = f(a) - f(b), para todo par a, b de nimeros naturales.

12 Un estudiante afirma que (z + 1) = z° + 1. ;Puede el lector exhibir un razonamiento geométrico que
pruebe que eso no es cierto?

13 Hallar los dominios de las funciones definidas por las ecuaciones siguientes:

(@ y=v5-z (b) y= 21

22—z

Tz —1 1/2

_z-1 _ Y
@—2)(z+3) @ y=E+ 0" +1/@-1"

() y=
14 Considérese la funcién f definida por la férmula

f(z) =

3z +6
z—2

(a) Hallar el dominio de f.
(b) Probar que el nimero 5 pertenece al rango de f hallando un nimero z tal que (3z+6)/(z —2) = 5.
(c) Probar que 3 no pertenece al rango de f.

15 Hallar el dominio y el rango de g(z) = 1 — v/z + 2.

16 Sea f(x) = |z|. ;Cudles de las siguientes reglas son vélidas para todo par z, y de nimeros?

(@) flz+y)=f@)+ fly) ) flz+y) < flz)+ ()
() flzy) = f(x)- f(y) ) f@z)=2f(z)
(e) f(—2z)=—2f(x) 6 flz)=Va?
(g) f(—2z)=2f(x) () f@) - f)| < |z —y
17 Sea b
axr
fla)y=——

donde a, b, y ¢ son constantes, y ¢ # 0. Suponiendo que  # a/c, probar que

f<az+b) s
ez —a

2.3 GRAFICAS

Las expresiones
y=2z—1, z* +y* =16, Ty =2 (%)

son tres ejemplos de ecuaciones en dos variables z e y. Vamos a explicar en esta seccién cémo
toda ecuacién en dos variables se puede representar por una curva (o grifica) en un sistema de
coordenadas. En particular, toda funcién dada por una ecuacién y = f(x) tiene una representacién
de ese tipo, lo que nos ayuda a visualizarla. Esto ocurre porque la forma de la grifica refleja
propiedades de la ecuacion o de la funcién.
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Sistemas de coordenadas en el plano

En la Seccion 1.4 vimos como se pueden representar los nimeros reales como los puntos de una
recta (la recta numérica). Andlogamente, todo par de niimeros reales se puede representar por un
punto de un plano. Se trazan dos rectas perpendiculares, que se llaman respectivamente el eje (o el
eje horizontal) y el eje y (o el eje vertical). El punto de interseccién O se llama el origen. Medimos
los mimeros reales sobre esas rectas, como se muestra ¢n la Figura 2.7. Usualmente se miden los
ndmeros sobre los dos ejes de tal forma que la longitud sobre el eje £ que representa la distancia
entre T y = + 1 coincide con la longitud sobre el eje y que representa la distancia entre y e y + 1.
Pero esto no tiene por qué ocurrir siempre.

La Figura 2.7 representa un sistema de coordenadas rectangular (o Cartesiano) que llamamos
el plano zy. Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro cuadrantes, que se numeran como
en la Figura 2.7. Todo punto P del plano queda representado por un par (a,b) de nimeros reales,
que se pueden hallar trazando por P las perpendiculares a los ejes. El punto representado por {(a, b)
es el punto de interseccién de la recta vertical £ = a con la recta horizontal y = b. Reciprocamente,
todo par de nimeros reales representa un tnico punto del plano. Por ejemplo, en la Figura 2.8, el par
ordenado (3, 4) corresponde al punto P de interseccion de £ = 3 con y = 4. Asi, P estd 3 unidades
a la derecha del eje y y 4 unidades por encima del eje . Llamamos al par (3, 4) las coordenadas
de P. Anilogamente, () estd 5 unidades a la izquierda del eje y y 2 unidades por debajo del eje .,
luego las coordenadas de @ son (—5, —2).

Y

Cuadrante 2 Cuadrante 1

Cuadrante 3 Cuadrante 4

FIGURA 2.7 Un sistema de coordenadas. FIGURA 2.8 Los puntos (3,4) y (—5, —2).

Nétese que llamamos a (a, b) un par ordenado porque el orden de colocacion de los ndmeros
en el par es importante. Por ejemplo, (3,4) y (4, 3) representan dos puntos distintos.

Ejemplo 2.6

Dibujar un sistema de coordenadas y describir los puntos cuyas coordenadas (x,y) satisfacen
cada una de las tres condiciones siguientes:

@z=3 (®z20yy>0 () 2<z<ly-2<y<3

Solucién: (a) Véase la Figura 2.9, que representa una recta. (b) Véase la Figura 2.10, que
representa el primer cuadrante. (c) Véase la Figura 2.11, que representa un rectingulo.

Graficas de ecuaciones en dos variables

Una solucién de una ecuacién en dos variables = ¢ y es un par (a,b) que verifica la ecuacién
cuando se sustituye = por a ¢ y por b. El conjunto solucién de la ecuacién es el conjunto de todas
las soluciones posibles. Si dibujamos todos los pares ordenados del conjunto solucién en un sistema
de coordenadas obtenemos una curva, que se llama la grafica de la ecuacién.
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-3
FIGURA 2.9 Unarecta. FIGURA 2.10 1° cuadrante. FIGURA 2.11 Un rectangulo.

Ejemplo 2.7
Hallense algunas soluciones numéricas de cada una de las ecuaciones y = 2z — 1, 22 +4* = 16
Y /Y = 2, y tritense de dibujar las graficas.

Solucién: Para y = 2z — 1, el punto (0, —1) es una solucién porque, si £ = 0, entonces
y =2:0— 1= —1. Otras soluciones son (1, 1), (3,5) y (—1, —3). En la Figura 2.12 hemos
dibujado las cuatro soluciones y todas ellas estdn sobre una recta. Existen una infinidad de
soluciones, luego nunca podremos escribirlas todas.

Para 22 + % = 16, el punto (4,0) es una solucién. Otras soluciones se encuentran en la
Tabla 2.2.

TABLA 2.2 Soluciones de x° + y? = 16

-4 -3 -1 0 1 3 4

0 £V7 V15 +4 /15 7 o0

La Figura 2.13 muestra el dibujo de los puntos de la tabla, y la grifica parece ser una
circunferencia.

De z,/y = 2 deducimos que y = 4/ x? y asf es ficil de rellenar la Tabla 2.3. La grifica
es la de la Figura 2.14.

TABLA 2.3 Soluciones de x,/y = 2

2 4 6
4 1 1/4 1/9

Yy Yy

5 5 2, .2 y

A v =22 —1 T+ y" =16
3. 6
; 21 5
14 4

1 T
L ] . 123]5 3
—3-2 '_1 123 45 2
/ 1‘

12 3456
FIGURA2.12 y=2x—1. FIGURA 2.13 x2+ )2 = 16. FIGURA 2.14 x,/y =2.

Nota: Al dibujar la grafica de una ecuacién como 2 +y? = 16, debemos hallar un niimero suficiente
de soluciones (z, y) pues, si no, podriamos perder algunas caracteristicas importantes de la curva. De
hecho, puesto que dibujamos solamente un niimero finito de puntos, nunca podremos estar seguros
de que no hemos pasado por alto un zigzag o un corte en la curva. Veremos a continuacién que
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la grafica de la ecuacién 2 + y? = 16 es realmente una circunferencia. Para dibujar graficas de
ecuaciones mds complicadas tendremos que usar célculo diferencial.

Distancia entre dos puntos del plano

Sean P, = (z1,y1) y P> = (22, 9>) los dos puntos dibujados en la Figura 2.15. Por el teorema
de Pitagoras, la distancia d entre esos puntos verifica 1a ecuacién d* = (x; — z1)2 + (2 — ¥1)%
Nétese que no importa en qué orden se toman los puntos puesto que (T, — ;)% = (z; — z2)% e

(2 —91)* = (1 — p)*.

La féormula de la distancia
La distancia entre los puntos (z1,¥1) y (Z2,¥) es

d= /(@ — 22} + (4 — ) (22)

Para demostrar l1a férmula de la distancia hemos usado dos puntos del primer cuadrante. Sin
embargo, la misma férmula vale para cualesquiera dos puntos P, y P,, independientemente de donde
estén situados.

Ejemplo 2.8
Hallar la distancia d entre los puntos P; = (—4,3) y P, = (5, —1) (los puntos estan dibujados
en la Figura 2.16).

Solucion: Usando (2.2) con 7 = —4, y; =3,y T, = 5, ¥y = —1, se tiene

d=1/(—4=52+ (3~ (~1))2 = /(-9 +42 = /BT + 16 = 1/97 ~ 9,85

FIGURA 2.15 FIGURA 2.16

Circunferencias

Sea (a, b) un punto del plano. La circunferencia de radio r con centro (a, b) es el conjunto de todos los
puntos (z,y) cuya distancia a (a,b) es r. Segin la Figura 2.17, y usando la férmula de la distancia,
se obtiene /(z — a)? + (y — b)? = r. Elevando al cuadrado cada miembro de esta ecuacién se
tiene
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La ecuacion de la circunferencia

La ecuacién de una circunferencia de centro {(a, b) y radio r es

(z — a)2 +(y — b)2 =r? (2.3)

Nétese que sia = b = 0y r = 4, entonces (2.3) se convierte en =2 + y?> = 16. Esta es la
ecuaci6n de la circunferencia de centro (0, 0) y radio 4 (véase Figura 2.13.)

Y
(z,9)

(a,b)

T

FIGURA 2.17 Circunferencia de centro (a, b) y radio r.

Ejemplo 2.9
Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro (—4,1) y radio 3.
Solucién: En la férmula general se pone a = —4, b = 1 y r = 3, con lo que se obtiene la
ecuacion pedida:
(z+47+(@y—17=09 (1)
(véase Figura 2.18.) Desarrollando los cuadrados de (1) se obtiene
T’ +8z+16+y* —2y+1=9 (2)
que se puede escribir
2+ +8c—2y+8=0 - 3)

Nota: La ecuacién (3) de la circunferencia tiene el inconveniente de que no podemos ver en ella
inmediatamente el centro y el radio. Si nos dan la ecuacién (3) siempre podemos “razonar hacia
atras” para reconstruir (1) pasando por (2). A esta operaci6n se le llama “completar los cuadrados”
y es una de las técnicas mateméticas mds antiguas (véase la Seccién A.8, Apéndice A). Se puede
encontrar un ejemplo de este método en el problema 9.

Problemas

1 Dibujar un sistema de coordenadas cartesianas y, en él, los puntos (2,3), (—3,2), (—3/2,1/4), (4,0) y
(0,4).

2 Dibujar los seis conjuntos de puntos (x, y) que verifican las condiciones siguientes:
(a) y=4 (b) <0 ) z>1ey>2
) |z =2 (€ y=2 0 y2z

3 Dibujar las gréficas de cada una de las ecuaciones siguientes:
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Y

4
3}
2
1

: > T
—6—5 —4-3 —2/1 1 2 3
-1
—2

FIGURA 2.18 Circunferencia de centro (—4, 1) y radio 3.

(@) y=4z—3 (b) zy=1 © ¥=¢
4 Tratar de dibujar las grificas de cada una de las ecuaciones siguientes:
(a) T°+24° =6 ) y+vVz—-1=0 ) ¥-2*=1
5 Hallar la distancia entre cada uno de los siguientes pares de puntos:
(a) (1,3) y (2a4) (b) (—172) y (_3’ —3) (C) (3/27 _2) y (_57 l)
(d) (z,9)y Qz,y+3) () (a,b) y (—a,b) 0 (a,3)y 2+4a,5)

6 La distancia entre (2,4) y (5,y) es v/13. Hallar y. (Explicar geométricamente por qué debe haber dos
valores de y. (Qué ocurriria si la distancia fuese 27?)

7 Calcular la distancia aproximada entre los siguientes pares de puntos:
(a) (3,998, 2,114) y (1,130, —2,416) (b) (m,2m) y (—m, 1)

8 Hallar las ecuaciones de las circunferencias siguientes:
(a) Centro (2,3) y radio 4. (b) Centro (2,5) y pasa por (—1,3).

9 Podemos probar que la grifica de =2 + y* + 81 — 2y + 8 = 0 es una circunferencia razonando asf: En
primer lugar se reordena la ecuacién para obtener (z? + 8z ...) + (y* — 2y ...} = —8. Completando los
dos cuadrados se tiene (z? + 8T + 4%) + (y* — 2y + (—1)*) = —8 + 4% + (—1)2 = 9. Asf la ecuacién
se transforma en (z + 4)2 + (y — 1)2 = 9, cuya gréfica es una circunferencia de centro (—4,1) y radio
v/9 = 3. Utilizar este método para hallar el centro y el radio de las dos circunferencias de ecuaciones:

(@) 2>+ +10z —6y+30=0 (b) 3x*+ 3y* + 18z — 24y = —39

10 El punto P se mueve en el plano de tal manera que siempre permanece equidistante de los puntos
A = (3,2) y B = (5,—4). Hallar una ecuacién sencilla que verifiquen las coordenadas (z,y) de P.
Interpretar geométricamente el problema y su solucién. (Indicacién: Calcular el cuadrado de la distancia
de P a A y B respectivamente.)

11 Probar que, si la distancia de un punto (z,y) a (—2,0) es el doble de la distancia de (z,y) a (4,0),
entonces (z,¥y) debe estar en la circunferencia de centro (6,0) y radio 4.

Problemas avanzados
12 Tratar de dibujar la gréfica de la ecuacién /T + /y = 1.

13 Una empresa tiene dos plantas A y B separadas 60 kilémetros, situadas en los puntos (0, 0) y (60,0)
(véase Figura 2.19.) Ambas plantas suministran el mismo producto, cuyo precio es de p ddlares por



Sec. 2.4/ Gréficas de funciones 43

unidad. Los gastos de transporte por kilémetro y unidad son de 10$ desde A y $5 desde B. Hay un
comprador en el punto (x, y).

(a) Interpretar en términos econ6micos las expresiones:
p+10vzT+y? y p+5./(z— 602+ y?

(b) Hallar la ecuacién de la curva que separa los mercados de las dos plantas, suponiendo que los clientes
compran el producto de la planta con menor coste total.

y
(z,y)
Fa
A B ,
T(0,0) (60, 0)
FIGURA 2.19

14 Generalizar el Problema 13 al caso en que A = (0,0) y B = (a,0), suponiendo que los gastos de
transporte por kilémetro son, respectivamente, 7 y s délares. Probar que la curva que separa los mercados
es una circunferencia, hallando su centro y su radio.

15 Probar que la gréifica de
*+y*+ Az + By+C =0 (A, By C constantes)

es una circunferencia si A2 + B% > 4C. Hallar su centro y su radio (véase el Problema 9). ;Qué ocurre
si A+ B2 < 4C?

2.4 GRAFICAS DE FUNCIONES

La grifica de una funcién f es el conjunto de todos los puntos (z, f(z)), donde z pertenece al
dominio de f. Esta es simplemente la grifica de la ecuacién y = f(x). Se pueden encontrar
ejemplos tipicos de grificas de funciones en las Figuras 2.20 y 2.21. La Figura 2.20 contiene la
grifica de f(x) = z? — 3z, que se halla calculando puntos (z, f(z)) y dibujando luego una curva
lisa a través de esos puntos. La funcién cuya grifica estd contenida en la Figura 2.21 es de un tipo
que se encuentra frecuentemente en economia. Estd definida por férmulas diferentes en intervalos

diferentes.
Yy
1
44
Impuestos (1.000%)
37
20
15
32 1 2 4 N
T _114_ 1 5 Rentas (1.0008)
| ' 10 20 30 40 50 60 70
_3..

FIGURA 2.20 La gréfica de f(x) = x? - 3x. FIGURA 2.21 Impuestos federales en EE.UU.
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Ejemplo 2.10 (Impuesto federal sobre la renta en EE.UU. para personas solteras (1991))
En la Figura 2.21 dibujamos la gréfica de esta funcién del impuesto sobre la renta. Para ingresos
hasta 20.250% el tipo era del 15%, para ingresos entre 20.251$ y $49.300 era del 28% y los
ingresos superiores a 49.300$ cotizaban un 31%.

Las graficas de varias funciones pueden tener innumerables formas distintas. Sin embargo, no
todas las curvas del plano son graficas de funciones. Una funcién asigna a cada punto = del dominio
un solo valor de y. La grdfica de una funcion tiene, por tanto, la propiedad de que una recta vertical
que pase por cualquier punto del eje T la corta en un punto, a lo mds. En las Figuras 2.22 y 2.23 se
ponen ejemplos de este test de recta vertical.

N

—»T

FIGURA 2.22 Esta grafica representa una funcién.

- T

FIGURA 2.23 Esta grafica no representa una funcién.

La gréfica de la circunferencia z? + y* = 16 (véase Figura 2.13) es el tipico ejemplo de una
curva que no representa una funcién, puesto que no pasa el test de recta vertical. La recta vertical
T = a, para cualquier a tal que —4 < a < 4 corta a la circunferencia en dos puntos. Cuando
se resuelve la ecuacién x> + y*> = 16 respecto de y, se obtiene y = ++1/16 — z2. Nétese que la
semicircunferencia superior es la grafica de la funcién y = /16 — 22 y la inferior es la grifica de
la funcién y = —+/16 — x2. Ambas funciones estin definidas en el intervalo [—4,4].

Eleccion de unidades

Una funcién de una variable es una regla que asigna nimeros del rango a mimeros del dominio.
Cuando describimos una relacién empirica mediante una funcién, debemos primero ¢legir las unida-
des de medida. Por ejemplo, podriamos medir el tiempo en afios, dias 0 semanas. Podriamos medir
el dinero en délares, yenes o francos. La eleccién que se haga puede influenciar la impresién visual
que se trata de transmitir con la grafica de una funcién.

En la Figura 2.24 se da un ejemplo de una técnica estindar que se usa frecuentemente para
influenciar la impresién que el piblico tiene de las relaciones empiricas. En ambos casos se mide
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9
Consumo (x10°$) Consumo (X 109$)

4
401
401
35}
301
35 257
2,01
1,5
301
1,04
051
25 AR ; — s Al
85 86 87 88 89 90 01 ° 85 86 8§ 88 89 900 o A

FIGURA 2.24 Representaciones graficas de la funcidn definida en la Tabla 2.1 con unidades de
medida distintas.

el tiempo en afios y el consumo en miles de millones de délares. Ambas grificas representan la
misma funcién. (;Cual de ellas cree el lector que preferirin los Republicanos de EE.UU. para su
propaganda y cual los Demdcratas?)

Desplazamiénto de graficas

Dada la grifica de una funcién f, es itil a veces saber c6mo dibujar las grificas de las siguientes
funciones relacionadas con ella:

f@)+e,  flet+o, —fl@), vy [f(-2) (2.4)

En el Problema 3 de esta seccién se pide estudiar esas grificas en general. Aqui vamos a considerar
un ejemplo econémico sencillo.

Ejemplo 2.11

Supongamos que una persona que gana y (délares) en un afio dado paga f(y) (d6lares) de
impuestos. El gobierno decide rebajar los impuestos. Una propuesta consiste en permitir a
todos los individuos deducir d délares de la base imponible antes de calcular el impuesto. Una
propuesta alternativa es la de calcular el impuesto sobre la base imponible total y luego deducir
¢ délares de este impuesto. Representar grificamente estas dos propuestas para una funcién de
impuestos “normal” y calcular la cifra y* de ingresos para el caso en que las dos propuestas
lleven a la misma cotizacién.

Solucion: La Figura 2.25 describe la situacién. Primero se dibuja la grifica de la funcién de
impuestos original, 7" = f(y). Si la base imponible es y y la deduccién es d, entonces la
base imponible reducida es y — d y el impuesto es f(y — d). Desplazando la grifica original
d unidades a la derecha? obtenemos la grifica de T} = f(y — d). La grifica de T = f(y) —c
se obtiene al bajar la de T = f(y) c unidades. La cifra y* de ingresos que produce el mismo
impuesto en los dos esquemas distintos es el valor de y que verifica la ecuacién

Jy—ad)=fly) —c

Este es el valor de y que se designa por y* en la figura.

2 Un ejemplo: y = z° representa una pardbola, mientras que y = (T — l)2 representa la pardbola obtenida desplazando
la primera una unidad a la derecha. .
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Impuestos (T°)
w d

T=JW T = fly) - c

Ti= f(y—d)

1‘/* » Ingresos (y)

FIGURA 2.25 Las grédficasde Ty = f((y — d)y T = f(y) — c.

Problemas
1 Determinar el dominio en el que cada una de las ecuaciones siguientes define a ¥y como funcién de z:
(@ y=z+2 ) y=+vz () y=2* @ y'=z
T
(€) =¥ —y* =1 O y=—— e v'=2 ) Z+y’ =1

2 Se da la grifica de una funcién f en la Figura 2.26.
(a) Hallar f(—5), f(—3), f(—2), f(0), f(3) y f(4) inspeccionando esta grifica.
(b) Hallar el dominio y el rango de f.

FIGURA 2.26

3 Explicar cémo se obtienen las graficas de las cuatro funciones definidas en (2.4) conocida la grifica de

y = f(z).

4 Usense las reglas obtenidas en el Problema 3 para dibujar las gréificas de las funciones siguientes:
@ y=2+1 () y=(+3° () y=3-(+1)* (@ y=2~(z+2)7"

2.5 FUNCIONES LINEALES

Una relacién lineal entre las variables x e y es de la forma
y=az+b (a y b constantes)

La gréfica de la ecuacién es una recta. Si designamos por f a la funcién que asigna y a , entonces
f(z) =axz+by f se llama una funci6n lineal.> El nimero a se llama la pendiente de la funcién y
de la recta. Elijase un valor arbitrario de . Entonces f(z+1)— f(z) = a(z+1)+b—az—-b=a.
Esto indica que la pendiente a se puede interpretar como el cambio en el valor de la funcién cuando
x aumenta en 1 unidad.

3 De hecho los mateméticos reservan normalmente el nombre de “lineal” para las funciones definidas por y = az (con
b = 0, la intersecci6n con el eje y). En cambio a y = az + b con b # 0 la llaman una funci6n “affn”. La mayoria de los
economistas llaman a f(z) = ax + b una funcién lineal.
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Si la pendiente a es positiva, la recta estd inclinada hacia arriba a la derecha y, mientras mayor
es el valor de a, mds vertical es. Por otra parte, si a es negativa, la recta estd inclinada hacia abajo
a la derecha, y el valor absoluto de a mide la cuantia de esta inclinaci6n, Por ejemplo, cuando
a = —3, la cuantia de la inclinacién es 3. En el caso particularenque a = Oesy =azx+b=1»
para todo x, y la recta es paralela al eje x. Los tres casos se recogen en las Figuras 2.27 a 2.29.
Siz =0, entonces ¥y = ax + b = b y b se llama la interseccién con el eje y (o simplemente la

interseccién).
Y Yy
y=b (a=0)
y=az+b (a<0)
y=az+b (a>0)
b b
b
T i z T
FIGURA 2.27 FIGURA 2.28 —g FIGURA 2.29
Ejemplo 2.12

Calcular e interpretar las pendientes de las rectas siguientes:

(a) C = 55,73z + 182.100.000, que es la funcién de costes estimada para la U.S. Steel Corp.
en el periodo 1917-1938 (C es el coste total en délares por afio y x es la produccién de
acero en toneladas por afio).

(b) ¢ = —0,15p + 0,14, que es la funcién estimada de demanda anual de arroz en India en el
periodo 1949-1964 (p es el precio y ¢ es el consumo por persona).

Solucion:
(a) La pendiente es 55,73, lo que significa que si la produccién aumenta en 1 tonelada, el coste
aumenta 55,738%.

(b) La pendiente es —0,15 lo que nos dice que, si el precio aumenta en 1 unidad, entonces la
cantidad demandada disminuye 0,15 unidades.

Calculo de la pendiente

Consideremos una recta arbitraria del plano que no sea vertical (i.e., paralela al eje y). Témense dos
puntos distintos en ella, P = (z1,y) y @ = (x2,¥,), como se ilustra en la Figura 2.30. Puesto
que la recta no es vertical y puesto que P y @ son distintos, £; # T,. La pendiente de la recta es
entonces el cociente (y» — y1)/(Z2 — Z1). Si designamos por a a esta pendiente, entonces se verifica
lo siguiente:

La pendiente de una recta 7 es

Y2 — U
a =
Iy — I

, T £ T, (2.5)

donde (x1,y1) y (x2,y2) son dos puntos distintos cualesquiera de r.

Multiplicando el numerador y el denominador de la fraccién (y, — y1)/(x2 — z;) por —1, se obtiene
(Y1 —y2)/ (x1 — 7). Esto prueba que no influye el orden en que se tomen P y Q. Mis atin, usando
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Las formulas punto—pendiente y punto—punto

Vamos a hallar la ecuaci6n de la recta r que pasa por el punto P = (z,y;) y tiene pendiente a. Si
(z,y) es cualquier otro punto de la recta, la pendiente a viene dada por la férmula (2.5):

Y—Uh
r — I

Multiplicando cada miembro por £ — z1, se obtiene ¥y — y; = a(z — 1), luego la siguiente:

Férmula punto—pendiente para una recta

La ecuacion de la recta que pasa por (21,%;) y tiene pendiente a es

y—th =a(z—11) (2.6)

Noétese que, al usar la ecuacion (2.6), £, y ¥ son nimeros fijos, que expresan las coordenadas
de un punto fijo. Por otra parte, z € y son variables que designan un punto arbitrario de la recta.

Ejemplo 2.15
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (—2,3) y tiene pendiente —4. Hallar el punto en
que esta recta corta al eje .

Solucién: La férmula punto—pendiente con (z,¥;) = (—2,3) ya = —4 da
y=3=(4k~-(-2)] 6 y-3=-4z+2) (1)

La recta corta al eje « en el punto en el que ¥y = O, esto es, donde 0 —3 = —4(z +2) 6

—3 = —4z — 8. Resolviendo esta ecuacién en x se obtiene £ = —5/4, luego el punto de

interseccién con el eje z es (—5/4,0).

A menudo necesitamos hallar la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos dados. Combi-
nando (2.5) y (2.6), se obtiene la formula siguiente:

Férmula punto—punto para una recta

La ecuacién de la recta que pasa por (Z1,%1) ¥ (Z2,%2), donde z; # x,, se obtiene como

1. Calcilese la pendiente de la recta:

2. Sustitiyase la expresion de a en la férmula punto—pendiente y — y; = a(z — x;). El
resultado es

-4
a=——m-m—
Ty — I

Z Tz —x) (2.7)

Ejemplo 2.16
Hallar 1a ecuacién de la recta que pasa por {(—1,3) y (5, —2).
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Solucién: Sea (xy,y1) = (—1,3) y (2,¥%2) = (5, —2). Entonces la férmula punto—punto da
-2-3

y_3=m[m_(—1)] 6 y—3=—§(w+1) 6 Sx + 6y =13

Modelos lineales

Las relaciones lineales aparecen frecuentemente en modelos aplicados. La relacién entre la tempe-
ratura en grados Celsius y Fahrenheit es un ejemplo de relacion lineal exacta entre dos variables.
La mayoria de los modelos lineales en economia son aproximaciones de modelos mas complicados.
El Ejemplo 2.12 contiene dos relaciones lineales tipicas. Se han disefiado métodos estadisticos para
construir funciones lineales que aproximen datos reales lo mds fielmente posible. Consideremos un
intento muy ingenuo de construir un modelo lineal basado en algunos datos.

Ejemplo 2.17
En un informe de Naciones Unidas, la poblacién Europea en 1960 se estimaba en 641 millones
de personas y en 1970 en 705 millones. Usar esas estimaciones para construir una funcién
lineal de t que aproxime la poblacién de Europa (en millones), donde ¢ es el nimero de afios
transcurridos desde 1960 (f = 0 es 1960, t = 1 es 1961, y asi sucesivamente). Usar la ecuacién
para estimar la poblacién en 1975 y en el afio 2000. ;C6mo se estimaria la poblacién en 1930
sobre la base de esta relacién lineal?

Solucién: Si P designa a la poblacion en millones, construimos una ecuacién de la forma
P = at +b. Sabemos que la grafica debe pasar por los puntos (¢t;, P;) = (0,641) y (15, P5) =
(10, 705). Usando la férmula de (2.7) sustituyendo = e y por ¢ y P, respectivamente, se obtiene

705 — 641 64
P—-641=—(t—0)=—1t
10-0 10
o lo que es lo mismo,
P =641+ 641 (1)

En la Tabla 2.4, hemos comparado nuestras estimaciones con las predicciones de la ONU.
Nétese que, ya que ¢t = O corresponde a 1960, t = —30 correspondera a 1930.

TABLA 2.4 Estimaciones de la poblacion europea

Ao 1930 1975 2000

t —-30 15 40
Estimaciones ONU 573 728 854
La Formula (1) da 449 737 897

Notese que la pendiente de la recta (1) es de 6,4. Esto significa que, si la poblacién europea
se hubiese desarrollado de acuerdo con estas previsiones, el aumento anual de poblacién hubiese
sido constante, igual a 6,4 millones

De hecho, la poblacién europea crecié inusualmente deprisa durante los sesenta. Tam-
bién habia crecido inusualmente despacio cuando murieron millones durante la guerra de los
afios 1939-1945. Vemos que la férmula (1) no da buenos resultados en comparacién con las
estimaciones de la ONU (véase el Ejemplo 3.12 de la Secci6én 3.5 para un modelo mejor del
crecimiento de la poblacién.)
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Ejemplo 2.18 (La funcién de consumo)
En teoria macroeconémica keynesiana se supone que el gasto total C' de consumo de bienes y

servicios es una funcién de la renta nacional Y, que se representa por
C=f(Y) (2.8)
En muchos modelos se supone que la funcién de consumo es lineal, luego que

C=a+bY

La pendiente b se llama la propension marginal al consumo. Si C e Y se miden en millones
de délares, el nimero b nos indica en cuintos millones de délares aumenta el consumo si la
renta nacional aumenta en 1 millén de délares. Normalmente el niimero b estd entre 0 y 1.

En un estudio de la economia de EE.UU. durante el periodo 1929-1941, T. Haavelmo hallé
la siguiente funcién de consumo: '
C =95,05+0,712Y

Aqui la propensién marginal al consumo es 0,712.

Ejemplo 2.19

Otros ejemploé de funciones lineales en el campo econémico son las planificaciones de oferta y
demanda siguientes:
D=a-0bP

S=a+pP
En estas formulas, a y b {ambos positivos) son pardmetros de la funcién de demanda D,y o'y
(3 (ambos positivos) son pardmetros de la funcién de oferta.

Estas funciones desempefian un papel importante en economia cuantitativa. Ocurre a
menudo que el mercado de un determinado bien de consumo, tal como el de una marca espe-

cifica de disquetes de ordenador de 3% pulgadas, se puede representar aproximadamente por

funciones lineales de oferta y demanda. El precio de equilibrio P€ debe igualar la demanda a
la oferta, luego D = S para P = P°. Asi,

a—bP® =qa+ P°
Sumando bP¢ — o a ambos lados de la ecuacién se tiene
a—bP®+bP° —a=a+PBP°+bP°—q

Asi, a — a = (8 + b)P®. La correspondiente cantidad de equilibrio es Q¢ = a — bP®. Por
tanto hay equilibrio cuando

e a— O R a—a af+ab
= —_— = —b =
B+b’ @ =a B+b  [B+b

Si se conocieran los cuatro pardmetros a, b, o y 3, el modelo estaria completo y se podrian
predecir la cantidad y precio de equilibrio.

Supongamos que hay una desviacién posterior en la funcién de demanda u oferta—por
ejemplo, supongamos que la oferta crece y S se convierte en & + P, donde & > «. Entonces
podemos predecir nuevos valores de equilibrio para la cantidad y el precio, en este caso van a
ser

]

— & xe af+ab
B+b’ @ = B+b

Pe =
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Se ve que P¢ es menor que P?, mientras que Q° es mayor que Q°. En efecto,

=e e a—& e e (6Y - a)b e €
pPe—pP G+ b y QF—Q B+b b(P® — P*)
Esto esté~de acuerdo con la Figura 2.34. La desviacion a la derecha de la curva de oferta, desde
S hasta S desplaza el equilibrio hacia abajo a la derecha sobre la curva de demanda, que no
cambia.

Una peculiaridad de la Figura 2.34 es que, aunque la cantidad es funcién del precio, pone-
mos a éste en el eje vertical y a aquélla en el horizontal. Esto ha sido una practica estdndar en
teoria elemental de precios desde el trabajo de Alfred Marshall al final del siglo XIX.

P

Pe
Pe

FIGURA 2.34

El problema con este método de andlisis surge cuando no se conocen los pardmetros, luego no
se pueden dibujar con precisi6n las curvas de oferta y demanda. De hecho, si todo lo que observa
un economista es una bajada de precio y una subida de la cantidad, de (P¢,Q¢) a (P¢,Q°), no
tiene manera de saber (sin mds informacién) si este resultado proviene solamente de un desplaza-
miento hacia la derecha de la curva de oferta (véase Figura 2.34), o de alguna combindcién de un
desplazamiento a la derecha (o a la izquierda) de la demanda y un desplazamiento a la derecha en
la oferta, como se ve en las Figuras 2.35 y 2.36. Lo mds que se puede decir es que, puesto que el
precio de equilibro cae, debe haber algiin desplazamiento a la derecha de la oferta —pero la demanda
puede haber descendido, crecido o permanecido igual. Ademds, existe la posibilidad de que las cur-
vas de oferta y demanda hayan cambiado de pendientes, esto es, los pardmetros b y 3 pueden haber
cambiado también.

FIGURA 2.35 FIGURA 2.36
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La ecuacion general de la recta

Toda recta del plano que no es vertical tiene una ecuacién del tipo y = ax + b. Una recta vertical,
esto es, paralela al eje y cortara el eje = en un punto (c,0). Todo punto de la recta va a tener, por
tanto, la misma coordenada x, luego su ecuacion serd

Tr==c

Esta es la ecuacién de la recta que pasa por (c, 0) y es paralela al eje y.
Las ecuaciones y = ax + b y & = ¢ se pueden escribir de forma unificada como

Az +By+C=0 (2.9)

para valores adecuados de las constantes A, B, y C. Concretamente, ¥y = ax + b corresponde a
A=a, B=—1yC = b, mientras que £ = ¢ corresponde a A = 1, B =0,y C = —c.
Reciprocamente, toda ecuacién de la forma (2.9) representa una recta en el plano, descartando el
casoen que A = B =0. Si B =0, se deduce de (2.9) que Az = —C o, lo que es lo mismo, que
z = —C/A. Esta es la ecuacién de una recta paralela al eje y.
Por otra parte, si B # 0, resolviendo (2.9) en y se obtiene
A C
= -y — —
Y="B" B
Esta es la ecuacién de una recta de pendiente —A/B. Asi, la ecuacién (2.9) se llama la ecuacién
general de la recta en el plano porque representa a todas las rectas cuando se varian los coeficientes
A, B y C arbitrariamente.

Resolucion grafica de ecuaciones lineales

La Seccién A.9 del Apéndice A trata de métodos algebraicos de resolucién de un sistema de ecuacio-
nes lineales con dos incégnitas. Sin embargo, aqui vamos a dar un avance geométrico —grafico de
c6mo resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Las ecuaciones son lineales,
luego sus graficas son rectas. Las coordenadas de cada punto de una recta verifican la ecuacién de la
recta. Asi, las coordenadas de un punto de interseccién de dos rectas verificaran ambas ecuaciones.
Esto significa que cualquier punto de interseccién es solucién del sistema.

Ejemplo 2.20
Resolver graficamente cada uno de los tres pares siguientes de ecuaciones:
r+y= 5 3z + y=-7 3z +4y= 2
@ ® () _
z—y=-—1 T—4y= 2 6z + 8y = 24
Solucién:
(a) La Figura 2.37 contiene las gréficas de las rectas £ + y = 5 y £ — y = —1. Hay un solo

punto de interseccién, que es (2,3). La soluci6n del sistema es, pues, = 2, y = 3.

(b) La Figura 2.38 contiene las grificas de las rectas 3z + y = —7 y ¢ — 4y = 2. Hay un
solo punto de interseccién, que es (—2, —1). La solucién del sistema es, pues, £ = —2,
y=—1.

(c) La Figura 2.39 contiene las gréficas de las rectas 3z +4y = 2 y 6z + 8y = 24. Esas rectas
son paralelas, luego no se cortan. Asi el sistema no tiene solucion.
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FIGURA 2.37 FIGURA 2.38 FIGURA 2.39

Desigualdades lineales

Terminamos el capitulo estudiando c6mo representar graficamente desigualdades lineales. Conside-
remos dos ejemplos.

Ejemplo 2.21
Dibujar en el plano el conjunto de todos los pares de nimeros (x,¥y) que verifican la desigual-
dad 2z +y < 4. (Usando la notacién de la teorfa de conjuntos, éste es {(z,y) : 2z +y < 4}.)

Solucion: Se puede escribir la desigualdad en la forma y < —2x +4. El conjunto de los puntos
(z,y) que verifican la ecuacién y = —2x + 4 es una recta. Por tanto, el conjunto de los puntos
(z,y) que verifican la desigualdad y < —2x + 4 debe tener los valores de y por debajo de la
recta y = —2x + 4. Asi debe constar de todos los puntos que estan en la recta o debajo de ella
(véase Figura 2.40.)

Y

FIGURA2.40 {(x,y):2x+y <4}.

Ejemplo 2.22
Una persona tiene m ddlares para gastar comprando dos tipos de bienes. Los precios respectivos
son de p y q délares por unidad. Supongamos que compra & unidades del primero e y unidades
del segundo. Suponiendo también que no puede comprarse un nimero negativo de unidades, el
conjunto presupuestario €s

B={(z,y): pr+qy<m, >0, y >0}

(véase (1.7), Seccién 1.7.) Dibujar el conjunto presupuestario B en el plano zy. Hallar la
pendiente de la recta presupuestaria pT + qy = ™ y sus puntos de interseccién con los dos ejes
coordenados.

Solucién: El conjunto de los puntos (x,y) que verifican que z > 0 e y > 0 se dibuj6 en la
Figura 2.10: Es el primer cuadrante. Si imponemos el requerimiento adicional de que pz+qy <
m, obtenemos el dominio triangular B que muestra la Figura 2.41. Si resolvemos la ecuacién
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PT + qy = M en y, obtenemos y = (—p/q)x + m/q, luego la pendiente es —p/q. La recta
presupuestaria corta al eje = en el punto en que ¥y = 0, luego px = m y asi ¢ = m/p. Esa
recta corta al eje y en el punto en que = = 0, luego gy = m y asi y = m/q. Por tanto, los
dos puntos de interseccién son (m/p,0) y (0, m/q), como se ve en la Figura 2.41.

(0,m/q) b

T
(m/p,0)
FIGURA 2.41 Conjunto presupuestario: px+qy < m,x > 0,y > 0.

Problemas

1 Hallar las pendientes de las rectas que pasan por los puntos siguientes, usando la férmula de (2.5).
(@ (2,3)y (5,9) ®) (-1,-3)y (2,-9) © (33 y G-9)

2 Se estimé la funcién de consumo para el Reino Unido en el periodo 1949-1975 en C = 4.141 + 0,78Y .
{Cudl es la propensién marginal al consumo?

3 Hallar las pendientes de las cinco rectas L; a Ls de la Figura 2.42, y dar sus ecuaciones. (L3 es horizon-

tal.)
]
J L
O p
5 /
[N L
Y S v
4 ™~ Ly
~ F q T
-2 11 1 2 3 4/_ WEEEL
= LLZ
FIGURA 2.42

4 Dibujar las grificas de las ecuaciones siguientes:

. z g
3z 44y = 12 b) ——=1 =3
(@) 3z+4y ® 1575 () =

5 Decir cudles de las siguientes relaciones son lineales:
(a) Sy+2x=2 (b) P =10(1-0,3t) () C=(0,5z +2)(x—3)
(d) pzi+ Pz =R (P1, P2, y R constantes)
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6 (a) Determinar la relaci6n entre las escalas de temperaturas centigrada y Fahrenheit sabiendo que (i) la
relacién es lineal; (ii) el agua se congela a 0°C' y 32°F'; (iii) el agua hierve a 100°C y 212°F'.
(b) ¢(Qué temperatura viene representada por el mismo niimero en ambas escalas?

7 Hallar las ecuaciones y representar graficamente las siguientes rectas:
(a) L, que pasa por (1,3) y tiene pendiente 2.
(b) L, que pasa por (—2,2) y (3, 3).
(c) L3 que pasa por el origen y tiene pendiente —1/2.
(d) L4 que pasa por (a,0) y (0,b) (se supone a # 0).

8 Una recta L pasa por (1,1) y tiene pendiente 3. Otra recta M pasa por (—1,2) y (3, —1). Hallar las
ecuaciones de L y M, asi como su punto de interseccién P. Hallar la ecuacién de la recta N que pasa
por (—1, —1) y es paralela a M. Representar graficamente.

9 El coste total i de producir z unidades de un cierto bien es una funcién lineal. En una ocasién, se hicieron
100 unidades con un coste total de 2008, y en otra se hicieron 150 unidades por 275%. Hallar la ecuacién
lineal para el coste total en términos del nimero x de unidades producidas.

10 Calcular el precio de equilibrio en el modelo del Ejemplo 2.19 para los datos siguientes:
(a D=75—-3P, S=20+2P () D=100-0,5P, S=10+05P

11 Segin el vigésimo informe de la Comisién Internacional de las Ballenas, el nimero N de éstas en el
Antiértico, durante el periodo 19581963, estaba descrito por la funcién

N = —17.400¢ + 151.000, 0<t<LSs

donde ¢ = 0 corresponde a enero de 1958, £ = 1 corresponde a enero de 1959 y asi sucesivamente.
(2) Usando esta ecuacién, calcular cudntas ballenas habra en abril de 1960

(b) Si el ndmero sigue decreciendo a la misma velocidad, jcudndo se acabaran las ballenas? (De hecho,
en 1993 habia aproximadamente 21.000.)

12 El gasto C de un hogar en bienes de consumo esta relacionado con el ingreso familiar ¥ de la manera
siguiente: Cuando los ingresos son de 1.000 délares se gastan 900, y cada vez que los ingresos aumentan
en 1003 los gastos lo hacen en 80$. Suponiendo que la relacién entre ingresos y gastos es lineal, hallar la
funcién que la describe.

13 Resolver graficamente los tres sistemas de ecuaciones siguientes:

5 Tt y=2 344y =1
r—Yy= T Yy =
(a) (b) z—2y=2 (c)
z+y=1 6z +8y=6
T— y=2

14 Probar que la pendiente de la recta que pasa por Py @ en la Figura 2.43 es —1/[xo(zo + h)).

15 La tabla siguiente muestra el consumo total y la renta nacional neta de un cierto pais en el periodo 1955—
1960, expresados en millones de ddlares. Representar los puntos de la tabla en el plano Y C. Dibujar la
recta que pasa por los “puntos extremos” (21,3, 17,4) y (24,7, 20,4). Hallar la ecuacién de esta recta.
{C6émo se interpreta su pendiente?

TABLA 2.5

Afo 1955 1956 1957 1958 1959 1960
Consumo total (C) 17,4 18,0 18,4 18,6 19,3 20,4
Producto nacional neto (Y) 21,3 22,4 23,0 22,6 23,4 24,7
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y=1/z
>

To Tg + b

FIGURA 2.43

16 Dibujar en el plano xy el conjunto de todos los pares de nimeros (x,y) que verifican las designaldades
siguientes:

(@) 2z+4y>5 (b) z—3y+2<0 (c) 100z + 200y < 300

17 Dibujar en el plano zy el conjunto de todos los pares de nimeros (x,y) que verifican simultineamente
las tres desigualdades siguientes: 3r +4y < 12,z —y < L;y3z +y > 3.
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Polinomios, potencias
y exponenciales

Ahora ha quedado completamente establecida la paradoja

de que las abstracciones mds extremas constituyen las armas verdaderas
para controlar nuestra reflexion sobre hechos concretos.

—A.N. Whitehead

Las funciones lineales y los modelos lineales asociados, que estudiamos en el capitulo anterior con
un cierto detalle, son particularmente sencillos. No debe sorprendernos que la mayoria de las apli-
caciones econdmicas requieran mas precisién que la que las funciones lineales pueden ofrecer, y as{
los economistas usan a menudo funciones mas complicadas.

3.1 FUNCIONES CUADRATICAS

Muchos modelos econémicos requieren funciones que, o bien decrecen hasta un valor minimo para
crecer después, o bien crecen hasta un maximo para decrecer después. Las funciones mas sencillas
con esta propiedad son las funciones cuadraticas generales

fx)=az?+bz+c (a, b, c constantes, a # 0) (3.1)

(Si @ = 0, la funcién es lineal y por eso la condicién de que @ # 0.) La Figura 2.20 de la
Seccién 2.4 muestra la grifica de f(x) = z? — 3, que se obtiene de (3.1) haciendo a = 1, b = —3,
¢ = 0. En general, la grifica de f(z) = ax® + bx + c se llama parabola. La forma de la paribola
se parece a M cuando a < 0 y a U cuando a > 0. La Figura 3.1 recoge tres casos tipicos.

Para comprender m4s profundamente la funcién f(x) = ax® + bx + c, nos interesa responder
a las siguientes preguntas:

1. ;Para qué valores de z (si los hay) es az? + bz + ¢ = 0?
2. (Qué coordenadas tiene el maximo o minimo P?

58
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y y y
P
P
. P
/131 mz\z » T ) T
(a a<0,b>0 (b) a>0,b<0 (c) a>0,b>0,b* =4dac

FIGURA 3.1 Gréficas de la parabola y = ax? + bx + c.

Para responder a la pregunta 1 hay que resolver la ecuacién f(z) = 0. En términos geométricos
esto significa hallar los puntos de interseccién de la pardbola con el eje z. Esos puntos se llaman los
ceros de la funcién cuadritica. En la Figura 3.1(a), los ceros estén representados por £; y Z», en la
Figura 3.1(b) no hay ceros, mientras que el grafico de la Figura 3.1(c) tiene un tnico punto x; de
interseccién con el eje z. Se prueba en la Seccién A.8 del Apéndice A que, si b> > 4acy a # 0,

entonces
-bEt Vb —4
ar’* +br+c=0 < = 5 ac (3.2)
a

que es la expresién de las dos raices de una ecuacién de segundo grado. Para demostrar esta férmula,
hemos usado en el Apéndice A el método conocido bajo el nombre de “completar el cuadrado”. Esta
técnica nos va a servir también para contestar a la pregunta 2. En efecto, cuando a # 0, se puede
escribir la funci6n (3.1) asi

f(z):a{x2+2(%)x+<%)2] _a(%>2+c:a(m+%>2_92%:25 (3.3)

Considérese la expresién después del segundo signo de igualdad de (3.3). Cuando z varia, sélo
cambia el valor de a(z + b/2a)?. Este término es igual a 0 si z = —b/2a, y si @ > 0, no es nunca
negativo. Esto significa que, si @ > 0, la funcién f(z) alcanza un minimo para £ = —b/2a, y el
valor de f(z) es entonces igual a f(—b/2a) = —(b* — 4ac)/4a = c — b*/4a. De otro lado, si
a < 0, entonces a(z + b/2a)?> < 0 para todo = y el cuadrado es igual a 0 cuando = = —b/2a.
Por tanto, f(z) alcanza un maximo para £ = —b/2a en este caso. Resumiendo, hemos probado lo
siguiente:

Si a > 0, entonces f(r) = ax? + bx + c tiene minimo en

Sia < 0, entonces f(x) = ax? + bz + c tiene un maximo en

(3e )
____’ c_ —_—
2a 4q

(3.4)

(2ee- )
__, c— —_—
2a 4q
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Si el lector tiene dificultades en seguir el razonamiento para deducir (3.4), debe estudiar con cuidado
los ejemplos que siguen.

Ejemplo 3.1
Completar el cuadrado, como en (3.3), para las funciones siguientes y hallar el mdximo o
minimo de cada una:

(a) f(z)=2’—4z+3 (b) f(z) = -2z +40z — 600 (c) f(z)=1a*+2z -3

Solucion:
(@) 2> —4z+3= (2> —4x)+3= (x> —dx+4) —4+3=(x —2)2 -1
La expresién (z — 2)? — 1 alcanza el minimo —1 para = = 2.
—227 + 40z — 600 = —2(z? — 20z) — 600
= —2(z* — 20z + 100) + 200 — 600
—2(x — 10)* — 400

(b)

La expresién —2(z — 10)? — 400 alcanza el maximo —400 para z = 10.

(c) et iz - 8=t +2z) - ¢
=l +20+1)—3-3
=i(z+1)7?-3

La expresién 3 (x + 1)* — 3 alcanza el minimo —3 para z = —1.

Un ejercicio itil es resolver los tres casos del Ejemplo 3.1 directamente usando las férmulas
de (3.4), sustituyendo los pardmetros a, b y ¢ por los valores correspondientes. Comprobar que se
obtienen los mismos resultados.

Problemas
1 (a) Sea f(z) = * — 4x. Rellenar la tabla siguiente:
X -1 o 1 2 3 4 5
fix)
(b) Usando la tabla anterior, dibujar la grifica de f.
(c) Usando (3.3), determinar el minimo.
(d) Resolver la ecuacién f(z) = 0.
2 (a) Sea f(x)=—32% — x + 2. Rellenar la tabla siguiente:
X -4 -3 -2 -1 0 1 2
f(x)
(b) Usar la informaci6n de la parte (a) para dibujar la grafica de f.
(¢) Usando (3.3), determinar el méximo.

Resolver la ecuacién —32? —z + 2 = Qen z.

Probar que f(zx)

—%(z — 1)(z + 3) y usarlo para estudiar la variacién de signo de f cuando z

varfa. Comparar el resultado con la grifica.
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3 Completar los cuadrados como en (3.3) en las siguientes funciones cuadréticas y determinar su maximo o

minimo:
(a) 2 +4x (b) z* 46z +18 (¢) —3z%+30z — 30
(d) 9z° — 6x — 44 (e) —x* — 200z + 30.000 () x?+ 100z — 20.000

4 Hallar los ceros de cada una de las funciones cuadriticas del Problema 3, escribiéndolas en la forma
a(z — z,)(z — z,) (si es posible).

5 Usar la férmula de (3.2) para hallar las soluciones de las ecuaciones siguientes, suponiendo que p y g son
parametros positivos.

(@) 2’ —3pz+2p° =0 (b) 2> —(p+qz+pg=0 () 2 +pr+q=0

6 Se da una cuerda de longitud L a una persona para que delimite un drea rectangular.

(a) Si uno de los lados es z, probar que el drea delimitada es A(z) = Lz/2 — 2*,con0 < z < L/2.
Hallar z para que el irea sea maxima.

(b) ¢Delimitard una circunferencia de longitud L un drea mayor que la que hemos hallado en (a)? (Se
sabe que algunos agrimensores de la antigiiedad redactaron contratos de venta de parcelas en los
cuales sélo se especificaba el perimetro. El resultado fue que los lotes constaban de rectingulos muy
alargados y estrechos.)

7 Considérese la funcién dada por la férmula A = 500z — z2, como en el Ejemplo 1.1 de la Seccién 1.3.
(Para qué valor de z se alcanza el mayor valor del drea A?

8 (a) Resolver z* — 5z° + 4 = 0. (Indicacién: Hacer 2? = v formando una ecuacién cuadritica en u.)

(b) Resolver las ecuaciones (i) z* — 822 —9 =0y (ii) z° — 9z° + 8§ = 0.

9 En la teoria de mercados eficientes de créditos aparece un modelo dado por la funcién
U)=72— 4 +z) — (4—rz)?

donde r es una constante. Calcular el valor de x para el cual U(x) alcanza un méximo.

10 Hallar la ecuacién de la pardbola y = ax? + bz + c que pasa por los puntos (1, —3), (0, —6), (3, 15).
(Indicacién: Calcular a, b, c.)

Problemas avanzados

11 Se dice que la gréfica de una funcién f es simétrica respecto de la recta & = p si

flp—t)=f(p+t) (paratodot)

Probar que la pardbola f(z) = az? + bz + c es simétrica respecto de la recta £ = —b/2a. (Indicacion:
Usar (3.3).) »
12 Sean a,, a3, ..., ap y by, by, ..., by, nimeros reales cualesquiera. Afirmamos que la desigualdad

siguiente (llamada la desigualdad de Cauchy-Schwarz) se verifica siempre:
(@b + asby + -+ + anbn)’ < (a7 + @)+ +ab) (B + b5 + -+ 1) (3.5)

(a) Comprobar la desigualdad para (i) @, = 1,a, =3, b, =2, b, =5y (ii) a; = —3,a, =2, b, =5,
b, = —2. (En ambos casos, n = 2.)

(b) Probar (3.5) usando el siguiente artificio: primeramente se define f, para todo z, por

f(@) = (a1z +b)* + - + (anz + by)*
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Es claro que f(z) > 0 para todo z. Escribase f(x) en la forma Az? + Bz + C, donde A, B, C
estdn dados en funcién de los términos de (3.5). Puesto que Az? + Bz + C > 0 para todo z, se
debe tener B2 — 4AC < 0. ;Por qué? De aqui se deduce la conclusién. :

3.2 EJEMPLOS DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION CUADRATICA

Una buena parte de la economia matematica trata de problemas de optimizacién. La economia es,
después de todo, la ciencia de la eleccién y los problemas de optimizacién son la forma en que la
eleccién se expresa matematicamente.

Se debe posponer una discusién general de estos problemas hasta que hayamos desarrollado las
herramientas necesarias en el cilculo. Aqui vamos a demostrar cémo se puede usar el célculo del
maximo de las funciones cuadréticas, que vimos en la seccidn anterior, para ilustrar algunas ideas
econémicas basicas.

Ejemplo 3.2 (Un problema de monopolio)
Consideremos una empresa que es la tinica que vende un cierto bien, digamos un medicamento
patentado, y asi tiene el monopolio. Se supone que los costes totales del monopolista vienen
dados por la funcién cuadrética

C=aQ+BQ, Q>0 (1)

de su nivel de produccién (), donde « y 3 son constantes positivas. Para cada (), se supone
que el precio P al que puede vender la produccién viene determinado por la funcién lineal
“inversa” de demanda

P=a-bQ, Q>0 (2)

donde a y b son constantes con a > 0 y b > 0. Por tanto, para todo () no negativo, el ingreso
total R viene dado por la funcién cuadritica

R=PQ=(a-bQ)Q

y el beneficio por la funcién cuadrética’

TQ)=R—-C=(a-bQ)Q-aQ Q" =(a—a)Q - b+ 3)
El objetivo del monopolista es hacer mdximo 7 = m((). Usando (3.4) vemos que hay un
méximo de 7 (para el monopolista M) en
2
M_ 0« M_(a—o)
=— con T = 4
@ 2(b+ B) 4(b+ B) )
Esto es vélido si a > a; si @ < «, la empresa no producird y tendra QM =0y 7™ = 0. Los
dos casos estdn recogidos en las Figuras 3.2 y 3.3. El precio y coste asociados se pueden hallar
por calculos rutinarios.

Si ponemos b = 0 en (2), entonces P = q para todo (). En este caso, la eleccién por
la empresa del nivel de produccién no tiene influencia en el precio y se dice que la empresa
es perfectamente competitiva. Sustituyendo a por P en (3) y haciendo b = 0, vemos que el
beneficio se hace maximo para una empresa perfectamente competitiva en

P—qa (P — a)?
= con 7= — 5
@ ="5 v 5)

1 Antes se ha usado 7 para designar la razén constante 3,14159 . . . de la longitud de una circunferencia a su didmetro. En
economia, TI0 se usa esta constante con mucha frecuencia, y asi se ha llegado a usar 7 para designar beneficio o probabilidad.
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FIGURA 3.2 La funcion de beneficios, a > a. FIGURA 3.3 La funcién de beneficios, a < a.

>

siempre y cuando P > . SiP < a,es Q* =0y n* = 0.
Resolviendo la primera ecuacién de (5) en P se obtiene P = o + 23Q*. Asi,

P =oa+28Q" (6)

representa la curva de oferta de la empresa perfectamente competitiva, para P > « cuando
Q* > 0, mientras que para P < «, el beneficio que hace mixima la produccién Q* es 0. La
curva de la Figura 3.4 es la de oferta, que relaciona el precio del mercado con la eleccién, por
parte de la empresa, de su cantidad de produccién; incluye todos los puntos entre el origen y
0, c).

P=a+28Q

Q

FIGURA 3.4 La curva de oferta de una empresa perfectamente competitiva.

Volvamos a la empresa monopolistica (que no tiene curva de oferta). Si de alguna forma
se le pudiera hacer comportar como una empresa competitiva, tomando el precio como dato,
estaria en la curva de oferta (6). Dada la curva de demanda P = a — b(), hay equilibrio entre
oferta y demanda cuando se verifica (6) también y asi P = a — bQ = a + 23Q). Resolviendo
la segunda ecuacién en () y sustituyendo en P y 7 a su vez, vemos que el nivel de equilibrio
de produccién, el precio correspondiente y el beneficio serian

Q= 2= e 200+ ab 7re_ﬂ(a—a)z
T b+28° T b+28 ~ (b+2p)2

Para que el monopolista pueda imitar a una empresa competitiva eligiendo estar en la

posicién (Q°¢, P¢), puede ser deseable gravar (o subvencionar) la produccién. Supongamos que

el monopolista debe pagar un impuesto ¢ por unidad producida. Puesto que el pago Q) en
concepto de impuestos se afiade a los costes de la empresa, la nueva funcién de costes totales

€s
C=0aQ+8Q +1Q = (a+1)Q + BQ? ®)

(7
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Después de algunos cilculos como antes, pero con a + t en lugar de «, se obtiene la eleccién
de produccién del monopolista:

a—a—t ia>adtt
— sia >«
Q=1 206+8) ©
0, en otro caso
Por tanto, @M = Q° cuando (a — a — t)/2(b+ B) = (a — @)/ (b + 283). Resolviendo
esta ecuacién en t se obtiene t = —(a — a)b/(b + 23). Nétese que t es negativo, lo que

indica que es deseable subvencionar la produccién del monopolista para animar su aumento.
(Desde luego, generalmente se considera injusto subvencionar monopolistas y hay que conside-
rar muchas complicaciones adicionales antes de formular una politica idénea para tratar a los
monopolistas. El andlisis anterior sugiere que, si la justicia requiere rebajar el precio o beneficio
de una empresa monopolista, esto se hace mucho mejor directamente que a través de impuestos
a la produccién.)

Problemas

1 Una empresa importadora-exportadora de coco rallado vende ¢ toneladas en Inglaterra y recibe un precio
dado por P = a; — %Q. Por otra parte, si compra ¢} toneladas de su dnico proveedor en Ghana, tiene
que pagar un precio dado por P = a, + éQ. Ademds, le cuesta .7y el transporte por tonelada, desde
el proveedor en Ghana hasta los clientes en Inglaterra (su dnico mercado). Los nimeros o, a, y
positivos.

(a) Hallar el beneficio de la empresa en funcién de ¢, nimero de toneladas vendidas.

(b) Suponiendo que a; — a; — 7y > 0, hallar la cantidad que hace méximo el beneficio. ;Qué ocurre si
a—a,—v <07

(c) Supongamos que el gobiemno de Ghana impone un gravamen de ¢ por tonelada a la exportacién de
coco. Hallar la nueva expresién de los beneficios de la empresa y la nueva cantidad exportada.

{d) Calcular los ingresos del gobiemno por este impuesto en funcién de ¢ y aconsejar cémo se puede
obtener el maximo posible de ingresos por este concepto.

3.3 POLINOMIOS

Después de considerar funciones lineales y cuadraticas, el siguiente paso logico serfa considerar
funciones cubicas, esto es, de la forma

f(x)=az’ +bz* +cx +d (a, b, ¢, d constantes; a # 0) (3.6)

Es relativamente facil entender el comportamiento de las funciones lineales y cuadraticas a partir
de sus graficas. Las funciones ciibicas son notablemente mis complicadas porque la forma de las
grificas cambia drasticamente cuando los coeficientes a, b, ¢, d varian. En las Figuras 3.5 y 3.6
damos dos ejemplos.
Las funciones cibicas aparecen ocasionalmente en los modelos econémicos. Veamos un ejemplo
tipico.
Ejemplo 3.3
Consideremos una empresa que produce un tnico bien. El coste total de producir ¢ unidades
es C(Q). Las funciones de costes tienen a menudo las siguientes propiedades: Primeramente,
C(0) es positivo, porque siempre hay un gasto inicial fijo. Cuando aumenta la produccién,
también aumentan los costes. Al principio los costes crecen rapidamente, pero la tasa de creci-
miento se hace mas pequeifia a medida que el equipo de produccién se va usando en proporcién
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151 y=C(Q)

101 f(z)=-z*+42° —z -6

5 L
. + TN —> T
-2 \/2 3\ 4
»Q
FIGURA 3.5 Una funcion cubica. FIGURA 3.6 Una funcion cubica de costes.

mds alta cada semana laboral. Sin embargo, a altos niveles de produccion, los costes vuelven a
crecer a una tasa alta, por los cuellos de botella técnicos y por los pagos de horas extras a los
trabajadores, por ejemplo. La funcién cibica de costes C(Q) = aQ? + b@Q? + c¢Q + d tiene
este comportamiento cuando @ > 0, b < 0, ¢ > 0y d > 0. Una funcién como ésta es la que
representa la Figura 3.6.

Polinomios generales

Las funciones lineales, cuadréticas y cibicas son ejemplos de polinomios. La funcién P definida
para todo * por

P(z) = anz™ + an_1z" '+ -+ a1z + ag (las a; son constantes y a, # 0) 3.7

se llama el polinomio general de grado n. Cuando n = 4 tenemos P(x) = a4z* + a;° + a2 +
a;1T + ag, que es el polinomio general de grado 4.

Muchos problemas de matemadticas y sus aplicaciones requieren polinomios. A menudo interesa
hallar el niimero y la localizacién de los ceros de P(x) —esto es, los valores de z tales que P(x) =
0. La ecuacién

1

anx" +ap1 2"+ -tz +ag=0 (3.8)

se llama la ecuacién general de orden n. Pronto demostraremos que esta ecuacion tiene a lo mds n
soluciones reales, llamadas también raices, pero puede no tener ninguna.

Segiin el teorema fundamental del Algebra, se puede escribir todo polinomio de la forma (3.7)
como producto de polinomios de primer y segundo grado. Un caso complicado es, por ejemplo:

-zt rr—1=(@-1)*+1)= (- 1)(2* - V2 +1)(a®+V2z + 1)

Raices enteras

Supongamos que T, es un entero que verifica la ecuacién cibica —x> + 422 —x — 6 = 0 o,
equivalentemente, —x> + 42 — = = 6. Entonces T, debe también verificar la ecuacién

To(—Ti+4z9— 1) =6 (%)

Puesto que z es entero, .z'g, 4zg y —.7:(2) + 4z — 1 deben serlo también. Pero ya que ¢ multiplicado
por el entero —:v(z) + 4x9 — 1 es igual a 6, el ndmero &y debe ser un divisor de 6 —esto es, 6
deber ser divisible por xo. Ahora bien, los unicos enteros que dividen a 6 son 1, +2, +3 y
+6. Sustituyendo en el miembro de la izquierda de la ecuacién (*) se obtiene que, de las ocho
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posibilidades, s6lo —1, 2 y 3 son raices de la ecuacién. Como una ecuacién de tercer grado tiene a
lo més tres raices, las hemos hallado todas. En general, se puede enunciar lo siguiente:

Supongamos que @n, Ap—1.. .., @1, G son enteros. Todas las raices enteras posibles de la
ecuacion

1 (3.9)

apz” +ap 12" - daz+ap=0

deben dividir al término independiente ag.

Demostracion: Si z; es una raiz entera entonces x, debe verificar la ecuacién
-1 —2
xo(anx(? + an~1$5' +r4ay) =—a

Los dos factores de la izquierda son enteros, luego —a¢ debe ser divisible por cada uno de ellos y, en particular,
por Z,. Por tanto, ao debe ser divisible por xy.

Ejemplo 3.4
Hallar todas las raices enteras posibles de la ecuacién %x3 -zt 4+ %x —1=0.

Solucién: Multiplicamos ambos lados de la ecuacién por 2 para tener una ecuacién con coefi-
cientes enteros:
-2+ -2=0

Segiin (3.9), todas las soluciones enteras de la ecuacién deben dividir a —2. Por tanto, s6lo +1
y 2 son las posibles soluciones enteras. Comprobando se ve que & = 2 es la dnica solucién
entera. De hecho, puesto que z° — 222 +x — 2 = (z — 2)(z? + 1), hay una tnica raiz real.

El teorema del resto

Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que el grado de P(x) es mayor o igual que el de Q(x).
Entonces existen siempre polinomios tnicos g(z) y r(x) tales que

P(z) = q(2)Q(z) + r(z) (3.10)

con el grado de r(z) menor que el de Q(z). Este resultado se llama el teorema del resto. Cuando
T es tal que () # 0, entonces se puede escribir (3.10) de la forma

P(z) r(z)

—= =q(z) +

Q(z) Q(z)
Si r(z) = 0 en (3.10) y (3.11) decimos que Q(x) es un divisor de P(z), o que P(z) es divisible
por Q(z). En este caso, P(z) = q(z)Q(z) o P(z)/Q(z) = q(z), que se llama el cociente.
Cuando r(x) # 0, se le llama el resto.

Un caso particular importante es cuando Q(z) = = — a. Entonces, Q(x) es de grado 1, luego

el resto r(x) debe ser de grado O y asi es una constante. Podemos escribir lo anterior en la forma

P(z) =gq(z)(xz —a)+r

(3.11)

para todo z. En particular, para £ = a obtenemos P(a) = r. Por tanto, * — a divide a P(x) si y
s6lo si P(a) = 0.
Esta importante observacién se puede formular asi
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El polinomio P(zx) es divisible por z —a <= P(a) =0 (3.12)

Se deduce de (3.12) que un polinomio P(x) de grado n puede tener, a lo mds, n ceros distintos.
Para ver esto nétese que cada cero £ = a;, £ = 4z, ..., T = Gk produce un divisor distinto, de
P(z), de la forma x — a. Se deduce de aqui que se puede expresar P(zx) en la forma P(z) =
A(z)(x — a1)...(x — ai) donde A(x) es un polinomio. Asi, P(x) es de grado mayor o igual
que k, luego k < n.

Ejemplo 3.5

Demostrar que el polinomio f(x) = —2z> + 22? + 10z + 6 tiene un cero para T = 3, y
factorizar el polinomio.

Solucién: Haciendo x = 3 en el polinomio se obtiene
fB3)=-2-3*+2-32410-34+6=—-54+184+30+6=0

Por tanto £ — 3 es un divisor. Se deduce de aqui que la funcién cibica f(x) se puede expresar
como el producto de (z — 3) por un polinomio de segundo grado. En efecto,

f(z) = —22° + 227 + 10z + 6 = —~2(z — 3)(z* + az + b)
y debemos calcular a y b. Desarrollando la tltima expresién se obtiene
f(x) = —22* + (6 — 2a)x* + (6a — 2b)z + 6b
Como este polinomio f(x) debe coincidir con —2z°4+2x%+10x4-6 para todo z, los coeficientes
de las mismas potencias de = deben ser iguales. Asi 6 — 2a = 2, 6a — 2b = 10y 6b = 6. Por

tanto, b = 1 y a = 2. Puesto que 2% 4+ 2x + 1 = (z 4+ 1)?, concluimos con unos pocos célculos
algebraicos elementales que

flx)= 22+ 222 + 102+ 6 = —2(x — 3)(x® + 2z + 1) = —2(x — 3)(z + 1)?

El procedimiento de factorizacién que hemos usado en este Ejemplo se llama el método de los
coeficientes indeterminados (porque, como hemos visto, @ y b eran coeficientes indeterminados).
Hay un método alternativo para factorizar polinomios, que es la “division larga” y que estudiamos a
continuacién.

Division de polinomios

Se pueden dividir polinomios de forma aniloga a como se dividen nimeros. Consideremos primero
un ejemplo numérico sencillo:
2735+5 =500+40+7
2500
235
200
35
35
0 resto

Por tanto, 2735 + 5 = 547. Nétese que las lineas horizontales indican que se deben restar los dos
nimeros que hay sobre ellas. (Puede que el lector esté mas acostumbrado a otra forma de ordenar
los nimeros en la operacién, pero la idea es la misma.)
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Consideremos a continuacién la division
(—z*+ 42> — 2 — 6) + (x — 2)
La escribimos asi:
(—2*+ 42~ z —6)+ (z—2) + 2z + 3
—x3 + 222 L 2(av — 2

202~  —6
2% — 4z —————2x(z —2)
3r —6
3z —6 ————3(x —2)
0 resto
(Se pueden omitir las casillas, pero sirven de ayuda para comprender lo que ocurre.)
Concluimos que (—z> + 422 — ¢ — 6) = (x — 2) = —x% + 2z + 3. Como es ficil ver que
—z? + 22 +3 = —(z + 1)(z — 3), tenemos que
~r*44r’ —z—-6=—(z+1)(z-3)(z -2

Division de polinomios con resto

La divisién 2734 + 5 da como cociente 546 y 4 como resto. Por tanto, 2734/5 = 546 + 4/5.
Consideramos una forma semejante de division de polinomios.

Ejemplo 3.6
(z* + 32% — 4) + (2% + 22)
Solucién:
(z* + 322 —4) (> 4+2r) =2 —22+7
z* 4 22°
—22° + 327 -4
— 223 — 427
Tx? —4
72° + l4z

— 14z — 4  resto

(El polinomio z* + 3z? — 4 no tiene términos en x> y x, luego insertamos un espacio extra
entre las potencias de x para dejar sitio a los términos en x> y  que van a aparecer en el curso
de los célculos.) De lo anterior deducimos que

z* 4+ 327 — 4= (2® — 2z + 7)(2® +22) + (— 14z — 4)

luego
4 2
ot 4302 — 4 4z + 4
L S S X
2 4+ 2z 2+ 2z

Funciones racionales

Una funcién racional es una funcién R(z) = P(z)/Q(x) que se puede expresar como un cociente
de dos polinomios P(z) y Q(x). Esta funcién estd definida para todo x tal que Q(z) # 0. La
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funcién racional R(x) se llama propia si el grado de P(x) es menor que el de Q(x). Cuando el
grado de P(z) es mayor o igual al de (J(x), entonces R(x) se llama una funcidn racional impropia.
Usando la divisién polinémica, toda funcion racional impropia se puede escribir como un polinomio

mds una funcién racional propia, como en {3.11) y en el Ejemplo 3.6.

Problemas
1 Usando (3.9), hallar todas las raices enteras de las siguientes ecuaciones:
(a) °4z-2=0 (b) 2°—2*—252425=0 (c) 2—42>-3=0
2 Hallar todas las raices enteras de las siguientes ecuaciones:
(@ 2* -2 -7 +x+6=0 () 22° +112* -7z —6=0
() 2*+2*+22%+2+1=0 @ -1z —z+1=0

3 Hacer las siguientes divisiones:

(@) (@*—xz—20)=(z—5) ®) (F-D=(=x~-1) (¢) (—3z*+48z) + (z — 4)

4 Hacer las siguientes divisiones:

(@ r*4+2x—1)=(z—-1) b @ +22+22+z) (2P +2)
() Get+22+1)+(2*—20+1) @ @ -3z*+1)+@*+z+1)
5 (Cudles de las siguientes divisiones dan resto 0?7 (a y b son constantes y n es un niimero natural.)
@ (@-z-1/(z-1) (b) (22’ —z-1)/(z-1)
() (z* —az®+bz —ab)/(z — a) (@ @™ -1/(z+1)

6 Descomponer los polinomios siguientes como producto de factores lineales:

(@) p(x)=x>+72*— 12z (b) g(z) =22 +32>— 187+ 8

7 Hallar posibles expresiones de cada uno de los tres polinomios cuyas graficas recoge la Figura 3.7.

1 Yy

3 ry

Y

AT /lz\ z ”
(b)

FIGURA 3.7

3.4 FUNCIONES POTENCIALES
Consideremos la funcién potencial f definida por la férmula

f@) ="

Sabemos qué significa " si T es un entero —esto es, si r = 0,+1,+£2,....

(3.13)

En efecto, si 7

es un nimero natural, " es el producto de r factores iguales a . También, si 7 = 0, entonces
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2" =2 = 1 paratodo £ # 0, y si 7 = —n entonces " = 1/z" para £ # 0. Ademis, para

r=1/2,z" = c'/? = \/z, definida para todo > 0 (véase la Seccién A.2 del Apéndice A.) Esta
seccion extiende la definicién de =" de tal manera que tenga sentido para cualquier nimero racional
T,

Damos algunos ejemplos de por qué necesitamos potencias de exponente racional:
1. El flujo de la sangre (en litros por segundo) por el corazén de un individuo es aproximadamente
proporcional a %7, donde « es el peso corporal.
2. La férmula S ~ 4,84V?/? da la superficie aproximada S de una esfera en funcién de su
volumen V. (Véase Ejemplo 3.10 a continuaci6n.)
3. La férmula Y = 2,262K %203 [%763(1,02) aparece en un estudio del crecimiento de la produc-
ci6n nacional y demuestra que las potencias de exponente fraccionario se usan en economia.
(Aqui Y es el producto nacional neto, K es el volumen de capital, L trabajo y ¢ tiempo.)
Estos ejemplos indican la necesidad de definir " para r = 0,7 = 7/ 10, r = 2/ 3, r=10203 =
203/1.000 y r = 0,763 = 763/1.000. En general queremos definir " para z > 0 cuando 7 es un
ndmero racional cualquiera.

Las siguientes reglas basicas de potenciacién (que se estudian en la Seccién A.1, Apéndice A)
son vdlidas para todos los enteros r y s:

(i) a"a® =a"™* (i) (a")® =a"* (3.14)
Al extender la definicién de z” a exponentes racionales 7 es natural el requerir que esas reglas sigan
siendo vilidas.

Examinemos, en primer lugar, el significado de a'/™ cuando n es un nimero natural y aes
positivo. Por ejemplo, ;qué significa 529 Si la regla (3.14)(ii) debe verificarse en este caso, se
tendra que (5'/2)® = 5. Esto implica que 5'/3 debe ser una solucién de la ecuacién * = 5. Se
puede probar que esta ecuacién tiene una tinica solucién positiva, que se designa por v/5, la raiz
cibica de 5 (véase Ejemplo 7.2 en la Seccién 7.1). Por tanto, se debe definir 5!/3 como v/5. En

general, (al/ ™" = a. Asi, a'/" es una solucién de la ecuacién " = a. Se puede probar que esta
ecuacién tiene una tnica solucién positiva, que se designa por /a, la rafz n-ésima de a:

/™ = Ya (3.15)

En palabras: si a es positivo y n es un nidmero natural, entonces a'/™ es el dinico nimero pOsitivo que,
elevado a la potencia n-ésima, da a —esto es, (a'/ ™) = g! = a. Por ejemplo,

273 =9271=3 porque 3= (27"?)P =27
1/4 4 4
(@)= g =1 powe  (3)'=[@)"] =&

Normalmente escribimos a'/2 como 1/a en lugar de /a (véase la Seccién A.2 del Apéndice A).

Vamos ahora a definir a?/9 cuando P es un entero, ¢ es un mimero natural y a > 0. Consi-
deremos 5%/, por ejemplo. Ya hemos definido 5!/3. Para que se pueda aplicar la regla (3.14)(ii)
debemos tener 52/3 = (5'/3)2. Asi hay que definir 5%/ como (v/5)>. En general definimos, para
a>0,

aP/1 = (al/q>p = ({'/E)p, p entero, g natural (3.16)
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Nota: Si q es impar y p es entero, se puede definir aP/4 aun cuando a < 0. Por ejemplo, (—8)1/ 3=
/-8 = —2 porque (—2)* = —8. Para definir aP/9 cuando a < 0, hay que cuidar que la fraccién
p/q sea irreducible porque, si no, podriamos incurrir en contradicciones como “—2 = (—8)1/ 3=

(~87/5 = ) = VoA = 2"

Ejemplo 3.7
Calcular 625%7% y 3273/5,

Solucion:
625%75 = 625°/* = (625'/4)% = 5° = 125

32735 = (VP =23 = 1/8

Muchas calculadoras cientificas tienen una tecla de potenciacion, a menudo llamada ﬂ Por
ejemplo, supongamos que y = 625, x = 0,75 y que ordenamos a la calculadora que halle y* (la
manera de hacer esto varfa de unas calculadoras a otras). La pantalla puede mostrar el nimero
125,000 —o, a lo mejor, 125,0000001 si se calcula con 7 cifras decimales. Esto prueba que la tecla
no siempre da una respuesta exacta, aun en casos sencillos. Ensdyese con 23, y compruébese el
valor para 3273/5
en la prictica.

. Las calculadoras de bolsillo sencillas son normalmente lo suficientemente exactas

Podemos probar que, con esta definicién de aP/4, las reglas (3.14) siguen valiendo cuando 7 y
s son nimeros racionales. En particular,

aPld = (al/Q)p — (@)= Yop

Asi, para calcular aP/1 , podemos, bien tomar primero la raiz g-ésima de a y elevar a p el resultado,
bien elevar primero a a la potencia p y luego tomar la raiz g-ésima del resultado. Obtendremos el
mismo resultado de las dos maneras. Por ejemplo,

62507 = 625%/% = (625%)"/* = (244140625)'/* = v/244140625 = 125
Nétese que este procedimiento necesita cdlculos més dificiles que los que usamos en el ejemplo 3.7.
Ejemplo 3.8

Si z designa la demanda de café en toneladas por afio y p el precio por tonelada, la relacion
aproximada entre ellos para un cierto periodo de tiempo es

z = 694.500p %3
(a) Escribir la férmula usando raices.

(b) Usar una calculadora para hallar la demanda cuando p = 35.000 y cuando p = 55.000.

Solucion:
op_ 4 _ L 1 _694.500
(a)p —W—W—W, uego tenemos z_—T(y__z_p—
(b) p = 35.000 da z = 694.500 - (35.000) "% ~ 30.092 (toneladas)

p = 55.000 da 2z = 694.500 - (55.000)" % ~ 26.276 (toneladas)

Nétese que, cuando el precio aumenta, la demanda disminuye.
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Uso de las reglas de potenciacion

En aplicaciones econdmicas aparecen frecuentemente potencias de exponentes racionales, luego el
lector debe aprender a usarlas correctamente. Antes de considerar algunos ejemplos mas se debe
notar que las reglas de potenciacién se pueden extender ficilmente a mds factores. Por ejemplo,
tenemos

(abed)? = (ab)P(cd)P = aPbPLPdP

Ejemplo 3.9
Simplificar la expresion siguiente, de tal manera que la respuesta contenga un unico exponente

para cada variable = e y:
5z=2y2/ —1/3
<625:L‘ y‘4/3)

Solucion: Un método comienza por simplificar la expresién entre paréntesis,

52y ~1/3 1 g2 -1/3 1 . ~1/3
(625z4y—4/3> - (1_23 Tt lfgj—4/3> - (E?I 'y)
1\ -1/3 —-1/3 _ z?
= (1_2§> (z 6) (y ) / (125)1/3 2, —2/3 _ T/s'

De otra manera: podemos elevar todos los factores a la potencia —1/3 y luego simplificar,
usando la relacién 625 = 5*

- —1/3 - _
__51_2?/_2/_3_ _ 3 R = 57134/ | 2/3(=4/3) =2/9-4/9
6251‘43/_4/3 ( )_1/31‘_4/33/4/9

52
_ el 2, -2/3 _ 7%
=5z 2/3

Ejemplo 3.10
Las férmulas para la superficie S y el volumen V' de una esfera cuyo radio es r vienen dadas,

respectivamente, por las expresiones S = 4772y V = (4/3)mr®. Escribir S como una funcién
de V.

Solucién: Hay que eliminar r. De V = (4/3)mwr? obtenemos r* = 3V/4w. Elevando cada
miembro de esta ecuacién a 1/3 y usando que (7%)'/* = r, tenemos que r = (3V/4m)!/3, Por

tanto,
3V 1/392 (3V)2/3
S = 4nr? = 41r[< 47r) ] = 47r————(4ﬂ_)2/3

_ (47r)1—(2/3)32/3vz/3 _ (4#)1/3(32 1/31/2/3 _ \/Er‘vz/s

Asi hemos probado que
S = /361 V¥ ~ 4,84 V3 (1)

Nota: Quizas el error mds comin que se comete en dlgebra elemental es escribir que (z + y)2

igual a 22 + ? y perder asi el término 2zy. Si sustituimos (z + y)* por > + y* perdemos 3z%y +
3zy?. (Qué error cometemos si sustituimos (z — y)* por 2> — 47 Evidentemente —3z2y + 3z12.
Los examenes realizados por estudiantes muestran ¢c6mo personas que son capaces de manejar este
tipo de expresiones simples cometen frecuentemente errores de bulto cuando manejan potencias mas
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complicadas. Un error sorprendentemente comin es sustituir (25 — %z)l/ ? por 251/2 — (%z)l/ 2 por
ejemplo. En general:

(x + y)* NO es igual a ¢ + y*
(x —y — 2z)/* NO es igual a !/ — yl/@ _ z1/a

La iinica excepcién, para valores generales de z, ¥, z, es cuando o = 1.

Graficas de funciones potenciales

Volvemos a la funcién potencial f(z) = " de (3.13), que est4 ya definida para todos los nimeros
racionales r siempre que = > 0. Siempre tendremos que f(1) = 17 = 1, luego la grifica pasa
por el punto (1, 1) del plano zy. El comportamiento de la grifica depende esencialmente de si r es
positivo o negativo.

Ejemplo 3.11

Dibujar las grificas de y = %% e y = o713,

Solucién: Podemos escribir la tabla siguiente usando una calculadora de bolsillo

x 0 13 2/3 1 2 3 4

y = x%3 0 072 08 1 1,23 1,39 1,52

y=x13 * 4,177 1,69 1 041 024 016
* No definido.

Las graficas estan en las Figuras 3.8 y 3.9.

Yy
Y
3
2 -
y = 2%3 2
1 it
+ ——» T
1 2 3 4
FIGURA 3.8 FIGURA 3.9

La Figura 3.10 ilustra cémo la grifica de y = =" cambia para distintos valores del exponente.
Dibujar las grificas dey =z, y = ',y = /e Y= z /3,
Problemas

1 Calcular lo siguiente:
(a) 161/4 (b) 243—1/5 (C) 51/7 . 56/7 (d) (43)—3/16
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Yy
3
y=2x
2 y=2’
y==x
y=zt
1
y=x}
1
- x
1 2
FIGURA 3.10
2 Hallar valores aproximados para las siguientes potencias, usando una calculadora de bolsillo 0 un compu-
tador: ’
(a) 100/° (b) 167>% T () 5,23V%2.2,1173M
3 Calcular lo siguiente:
4.3°1/3 _ -1/2
(a) _—Gﬁ— (b) (0,064) 1/3 (C) (32 + 42)

4 ;Cémo se puede expresar el niimero 50%'S en forma de raiz?

§ Simplificar las expresiones siguientes de tal forma que cada una contenga un Gnico exponente de a.
(a) {[(a1/2)2/3]3/4}4/5 (b) al/2a2/3a3/4a4/5
Vaa/ya3

© {lGa)"*2a7%)""}/a™? @ mza

6 Resolver las siguientes ecuaciones en T:

(a) 2°° =8 (b) 3= =1/81 (€) 1057242 = 100
7 ;Cudles de las ecuaciones siguientes son vélidas para todo z e y?
2\2 _ Az’ T3y _ i
(@ @°=2 () 377 = =
_ 1 1
© 3 =57z @40 @ $° =g (@#0)
(&) a*¥ =qa" +a¥ (f) 2vV%.2v¥ =2VF  (z e y positivos)
8 Resolver las ecuaciones siguientes en las variables que se indican:
(@ 3K’ LV*=1/5en K (b) p—abzt™' =0 en z,
(¢) az(azx + b)_z/3 + (az + b)‘/3 =0enczx (d) [(1 —Aa"?+ /\b_p]_l/p =cenb

9 Hay que pintar la superficie externa de una esfera de un volumen de 100 m®. Un litro de pintura cubre
5 m?. ;Cuéntos litros de pintura se necesitan? (Indicacién: Usar la férmula (1) del Ejemplo 3.10.)

10 Usando una calculadora de bolsillo (0 un computador) probar que la ecuacién
Y =2,262K%2 [%78(1,02)*

tiene una soluci6n aproximada en K dada por K ~ 0,018Y*°%[=37%(0,907)!. Hallar K numérica-
mente cuando Y =100, L =6yt = 10. .
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11 Simplificar las expresiones siguientes:

1/2 1,.-1/2
(a) (a1/3 _ b1/3) (az/s + a3/ 4 bz/a) ®) br'/? — (z — a)byz /

(b:l:‘/z)2

(x > 0)

3.5 FUNCIONES EXPONENCIALES

Se dice que una cantidad aumenta (o disminuye) exponencialmente cuando aumenta (o disminuye)
en un factor fijo por unidad de tiempo. Si el factor fijo es a, esta definicién se traduce en-la funcién
exponencial f definida por

f(t) = Aa® (3.17)

donde @ y A son constantes positivas. Nétese que, si f(t) = Aa', entonces f(t + 1) = Aa**! =
Aal - a' = af(t), luego el valor de f en el instante ¢ + 1 es a veces su valor en el instante .
Sia > 1, fcrece; si 0 < a < 1 f, decrece. Puesto que f(0) = Aa® = A, se puede escribir
f(t) = f(0)a".

Las funciones exponenciales aparecen en muchos modelos econdmicos, sociales y fisicos impor-
tantes. Por ejemplo, se pueden describir mediante funciones exponenciales fenémenos como el
crecimiento econémico, crecimiento demogréfico, interés acumulado continuamente, desintegracién
radioactiva, y dismimucién del analfabetismo. Ademas, la funcién exponencial es una de las mas
importantes en estadistica.

Ejemplo 3.12 (Crecimiento demogrifico)
Consideremos una poblacién en crecimiento, como la de Europa. En el Ejemplo 2.13, construi-
mos una funcién lineal
P =641+ 641

donde P designa la poblacién en millones, ¢ = 0 corresponde al afio 1960 cuando la poblacién
era de 641 millones, y £ = 10 corresponde al afio 1970 cuando la poblacién estimada era de
705 millones. Segin esta férmula, el aumento anual de poblacién serfa constante e igual a
6,4 millones. Esta hip6tesis no es razonable. Las poblaciones crecen mds rdpidamente cuanto
mayores son, porque hay mds gente para tener hijos y la tasa de mortalidad usualmente decrece
o permanece constante. En efecto, segiin estimaciones de la ONU, la esperanza de crecimiento
de la poblacién europea es, aproximadamente, del 0,72% anual durante el periodo 1960 al 2000.
Con una poblacién de 641 millones en 1960, la poblacion en 1961 seria entonces
0,72

641 -0,72
641+———’=641-(1+—) = 641 - 1,0072
100 100

que es aproximadamente 645 millones. Para el afio siguiente, 1962, habria crecido hasta

641 - 1,0072 - 0,72 )
641 - 1,0072 + 00 = 641 - 1,0072 - (1 + 0,0072) = 641 - 1,0072

que es aproximadamente 650 millones. Nétese como la cifra de poblacién crece por el factor
1,0072 cada afio. Si la tasa de crecimiento anual continuara siendo del 0,72%, entonces  afios
después de 1960 la poblacion vendria dada por

P(t) = 641 - 1,0072 (1)

Asi, P(t) es una funcién exponencial del tipo (3.17). Para el afio 2000, que corresponde a
t = 40, la férmula da una estimacién de P(40) = 854 millones.

Muchos paises, especialmente en Africa y América Latina, han tenido un mayor crecimiento
demogrifico que Europa. Por ejemplo, durante la década de los setenta y los ochenta la tasa de
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crecimiento de la poblacién de Zimbabwe se acercaba al 3,5% anual. Si ponemos ¢ = 0 para el aiic
. 1969, en que se hizo ¢l censo, y cuando la poblacién era de 5,1 millones, ¢ afios después de 196
vendra dada por
P(t) = 5,1 - 1,035

Asi, P(20), P(40) y P(60) dan aproximadamente, usando esta férmula, 10, 20 y 40 millones
Por tanto, la poblacién de Zimbabwe se duplica durante los primeros 20 afios; durante los 20 afios
signientes se duplica de nuevo, y asi sucesivamente.

Decimos que el tiempo de duplicacién de la poblacion es aproximadamente 20 afios. Desde
luego es muy dudoso extrapolar de esta forma hacia el futuro porque el crecimiento demografico
exponencial no puede mantenerse indefinidamente. (Si continuara en Zimbabwe al 3,5% anual, y el
territorio no creciera, en el afio 2697 cada habitante de este pafs tendria un espacio vital de sélo 1
metro cuadrado. Véase Problema 7.)

Sia > 1y A >0, la funcién exponencial f(t) = Aal es creciente. Su tiempo de duplicacién
t* es el tiempo necesario para que se multiplique por 2. Como f(0) = A, se obtiene el tiempo de
duplicaci6n resolviendo la ecuacién f(t*) = Aa?” = 2A o, simplificando por A, at” = 2. Asi, el
tiempo de duplicacién de la funcién exponencial f(t) = Aa! es el exponente al que hay que elevar
a para que dé 2.2 (Se pedira al lector en el Problema 8 demostrar que el tiempo de duplicacién es
independiente del afio que se tome como base.)

Ejemplo 3.13
Usar calculadora para hallar el tiempo de duplicacién de
| E—
==g=ll (a) una poblacién (como la de Zimbabwe) que crece al 3,5% anual (confirmando asi nuestros
EEEH célculos anteriores).

(b) la poblacién de Kenya en los ochenta (que tenia la tasa de crecimiento anual més alta del
mundo: 4,2%).

Solucion:

(a) El tiempo de duplicacién t* estd dado por la ecuacién 1,035t = 2. Usando una calcula-
dora probar que 1,035"° = 1,68, mientras que 1,035% ~ 2,36. Asi t* debe estar entre 15
y 25. Puesto que 1,035%° =~ 1,99, t* debe estar cercano a 20. En efecto, t* ~ 20,15.

(b) El tiempo de duplicacién t* viene dado por la ecuacién 1,042” = 2. Usando una calcula-
dora hallamos que t* =~ 16,85. Asi, con una tasa de crecimiento de 4,2%, la poblacién de
Kenya se duplicaria en menos de 17 afios.

Ejemplo 3.14 (Interés compuesto)

Una libreta de ahorro de K dolares, que crece en un p% de interés cada afio, habrd aumentado
al cabo de t afios hasta

K (1 + p/100f (1

(véase Secci6n A.1 del Apéndice A). Segiin esta férmula, 1 délar (K = 1) a un interés del 8%
anual (p = 8), se habra convertido al cabo de ¢ en

(1 + 8/100) = 1,08 (2)

La Tabla 3.1 refleja como crece este dblar con el tiempo.

2 Usando logaritmos naturales (que se explican en la Seccién 8.2), tenemos que t* = InZ/Ina.
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TABLA 3.1 Cdmo crece con el tiempo un ahorro de 1$

t 1 2 5 10 20 30 50 100 200
(1,08} 1,08 1,17 147 2,16 4,66 10,06 4690 2.199,76 4.838.949,60

Después de 30 afios, 1$ se convierte en mas de 10$ y, después de 200 afios, jse ha con-
vertido en mas de 4,8 millones de ddlares! Este crecimiento se recoge en el grifico de la
Figura 3.11. Obsérvese que la expresién 1,08 define una funcién exponencial del tipo (3.17)
con g = 1,08. Aun cuando a sea poco mayor que 1, f(t) crecerd muy rapidamente cuando ¢

sea grande. an?
Capital (en $) 'l\"’qc)

%
s ’Lb’], ,‘i)
YOO o=
40

30
20

10+

U

77%0.009 o ....... \ ‘

10 20 30 40 50 Afios

FIGURA 3.11 Crecimiento de 1$ en t afios, con interés del 8% anual

Ejemplo 3.15 (Desintegracién radioactiva )

Las mediciones indican que los materiales radioactivos se desintegran en un porcentaje fijo por
unidad de tiempo. El plutonio 239, que es un desecho de ciertas centrales eléctricas nucleares
y se usa en la produccidn de armas atémicas, se desintegra un 50% cada 24.400 afios. En este
caso decimos que la vida media del plutonio 239 es de 24.400 afios. Si tenemos I unidades de
plutonio 239 en el instante ¢ = 0, después de  afios, quedarin

I(t) = I - ()% = I, .0,9999716
unidades. (Obsérvese que esto es coherente con (24.400) = %Io.)

En el Capitulo 8 se estudia la funcién exponencial con mayor detalle.
Obsérvese la diferencia fundamental entre las dos funciones

fl@)=a® y gl@)=2°

La segunda es la funcién potencial que vimos en la Seccién 3.4. En la funcién exponencial a® es
el exponente quien varia, mientras que la base es constante. En la funcién potencial x®, por otra
parte, el exponente es constante, mientras que la base varia. Las propiedades mds importantes de la
funcién exponencial se resumen en el siguiente enunciado:
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La funcién exponencial general de base a > 0 es
f(z) = Aa®

donde f(0) = Ay a es el factor por el que cambia f(z) cuando = aumenta en 1.
Sia=1+p/100,donde p >0y A > 0, entonces f(x) aumentard en p% por cada unidad
que aumente .

Sia=1-—p/100, donde p > 0y A > 0, entonces f(z) disminuird en p% por cada unidad
que aumente Z.

Problemas
1 Si la poblacién de Europa creciera un 0,72% anualmente, ;jcudl seria el tiempo de duplicacién?

2 Se calculé que la poblacién de Botswana era de 1,22 millones en 1.989, y crecia un 3,4% anualmente.
(a) Sit =0 designa 1.989, hallar una férmula que d€ la poblacién en la fecha t.
{b) (Cudl es el tiempo de duplicacion?

3 Una libreta de ahorro con depésito inicial de 100$ produce el 12% de interés al aiio.
{(a) (Cudl es la cantidad al cabo de ¢ afios?
(b) Hacer una tabla semejante a la Tabla 3.1. (Llegar hasta los 50 afios.)

4 Supongamos que al lector prometen darle 2% el primer dia, 4$ el segundo, 8$ el tercero, 16§ el cuarto, y
asf sucesivamente (de tal forma que cada dia recibe el doble que el anterior).

(a) (Cuinto recibird el dia décimo?

(b) Hallar una funcién f(t) que calcule cudnto recibird el dia ¢.

(c) Explicar por qué f(20) vale mis de un millén de délares. (Indicacion: 2'° es ligeramente mayor que
10%)

5 Rellenar la tabla siguiente y hacer un dibujo aproximado de las grificas de y = 2" e y =277,

X -3 -2 -1 0 1 2 3

2—X

6 Rellenar la tabla siguiente y dibujar la grifica de y = 27",

X -2 -1 0 1 2
2x2

7 El 4rea de Zimbabwe es aproximadamente de 3,91 - 10!! metros cuadrados. Refiriéndose al texto que sigue
al Ejemplo 3.12 usando una calculadora, resolver la ecuacién 5,1 - 1,035% = 3,91 - 10" en ¢, e interpretar
la respuesta. (Recuérdese que ¢ = 0 corresponde a 1969.)

8 Si f(t +t*) = 2f(t) con f(t) = Aat, probar que at” = 2. Explicar por qué esto prueba que el tiempo
de duplicacién de la funcién exponencial general es independiente del origen del tiempo. ’
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9 En 1964 se comenzé un plan quinquenal en Tanzania. Uno de sus objetivos era doblar la renta real per
cépita en los 15 afios siguientes. (Cudl es la tasa media de crecimiento de la renta per cépita requerida
para alcanzar este objetivo?

10 Considérese la funcién f definida para todo z por f(z) =1—27".
(a) Hacer una tabla de valores de la funci6n para £ = 0, =1, £2 y £3. Dibujar la gréfica de f.

(b) ¢Qué ocurre con f(z) cuando = es muy grande o muy pequefio?

11 ;Cuales de las ecuaciones siguientes no definen una funcién exponencial de z?
(a) y=3 (b) y=gv? (© y=(2°
@ y=z° (@ y=@77 ® y=1/2°

12 Rellenar la tabla siguiente y dibujar la grifica de y = z22°.

X -10 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
x22%

13 Hallar las posibles funciones exponenciales para las grificas de la Figura 3.12.

y
§ gy | t
(1,6)
4
2 2 1
/ (=1,3) *
T T T
(a)a<0,b>0 (b)a>0,b<0 (¢)a>0,b>0,b = 4ac
FIGURA 3.12

14 El isétopo radioactivo yodo 131, cuya vida media es de 8 dias, se usa para diagnosticar las enfermedades
de la glandula tiroides. Si hay I; unidades de material en el instante ¢ = 0, ;cu4nto quedara después de ¢
dias?

3.6 EL CONCEPTO GENERAL DE FUNCION

Hemos estudiado funciones de una variable. Se trata de funciones cuyo dominio es un conjunto de
nimeros reales y cuyo rango también es un conjunto de nimeros reales. Sin embargo, una des-
cripcién realista de muchos fenémenos econémicos requiere considerar un gran nimero de variables
simultineamente. Por ejemplo, la demanda de un bien, como la mantequilla, es funcién de variables
como su precio, los precios de los complementarios y sustitutivos, las rentas de los consumidores,
etcétera.

De hecho, ya hemos visto muchas funciones especiales de varias variables. Por ejemplo, la
férmula V' = wr2h del volumen V de un cilindro con radio de la base igual a r y altura k requiere
una funcién de dos variables (por supuesto, ™ &2 3,14159 es una constante matemdtica). Un cambio
en una de esas variables no afectara a los valores de las otras variables. Para cada par de niimeros
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positivos (7, k), hay definido un valor para el volumen V. Para poner de relieve que V' depende de
los valores de 7 y h, escribimos

V(r,h) = mr’h

Para 7 = 2 y h = 3 se tiene que V(2,3) = 127, mientras que 7 = 3y h = 2 dan V' (3,2) = 187,
También, 7 = 1y h = 1/m dan V(1,1/7) = 1. Nétese que, en particular, V'(2,3) # V (3,2).

En algunos modelos econdmicos abstractos puede bastar el saber que hay una relacion funcional
entre las variables, sin especificar mas detalladamente la dependencia. Por ejemplo, supongamos que
un mercado vende tres bienes cuyos precios unitarios son respectivamente p, g, 7. En este caso
los economistas suponen generalmente que la demanda, para uno de los bienes, de un individuo
con renta m viene dada por una funcién f(p, g, r, m) de cuatro variables, sin especificar la forma
precisa de esa funcidn.

Una discusion extensa de las funciones de varias variables empieza en el Capitulo 15. En esta
seccién se introduce un tipo ain mds general de funcién. De hecho, funciones generales del tipo
presentado aqui son de importancia fundamental en pricticamente cualquier 4rea de las matematicas
puras y aplicadas, incluso en las aplicadas a la economia.

Ejemplo 3.16
Los ejemplos siguientes indican lo amplio del concepto de funcion.
(a) La funcién que asigna a cada tridgngulo del plano su drea (medida, por ejemplo, en cm?).
(b) La funcién que determina cualquier nimero de identificacion personal de un contribuyente.

(c) La funcién que, a cada punto P del plano, asigna el punto que est4 3 unidades por encima

de P.

(d) Sea A el conjunto de todas las posibles decisiones que puede tomar una persona en una
cierta situacién. Supongamos que cada decisién a € A produce un cierto resultado (di-
gamos un cierto beneficio ¢(a)). De esta manera, hemos definido una funcién ¢ con
dominio A.

Damos una definicién general:

Una funcién de A en B es una regla que asigna, a cada elemento del conjunto A un elemento
y s6lo uno del conjunto B.

(3.18)

Si designamos por f a la funcién, el conjunto A se llama el dominio de f y B se llama el conjunto
final. Los dos conjuntos A y B no constan necesariamente de ndimeros, sino que sus elementos
pueden ser otras entidades.

La definicién de funcién requiere que se especifiquen tres objetos:

1. Un dominio A
2. Un conjunto final B
3. Una regla que asigne un nico elemento de B a cada elemento de A.

Sin embargo, en muchos casos, no damos explicitamente los conjuntos A y/o B cuando es claro por
el contexto de qué conjuntos se trata.

Un requerimiento importante de la definicion de funcién es que, a cada elemento del dominio
A, corresponda un #nico elemento del conjunto final B. Mientras que tiene sentido asignar a cada
nifio o nifia su madre natural, el asignarle su tfa no define ninguna funcién, en general, porque se
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FIGURA 3.13 Una funciéon de Aen B.

pueden tener varias tias. Explicar por qué la regla siguiente, al contrario que la del Ejemplo 3.16(c),
no define una funcién: “se asigna a cada punto P del plano otro que diste 3 unidades de éI”.

Si f es una funcién con dominio A y conjunto final B, decimos a menudo que f es una
funcion de A en B y escribimos f : A — B. La relacién funcional se representa usualmente como
en la Figura 3.13. Se usan a veces otras palabras distintas de “funcién” para expresar este concepto,
como transformacion o aplicacién. Se llama imagen del elemento x mediante la funcién f al
elemento f(z). El conjunto de los elementos de B que son imagen de al menos uno de A se
llama el rango o recorrido de la funcién. Asf el rango es un subconjunto del conjunto final. Si
designamos al rango de f por Ry, entonces Ry = {f(x) : z € A}. También se le designa por
f(A). El rango de la funci6n del Ejemplo 3.16(a) es el conjunto de todos los nimeros positivos.
Explicar por qué el rango de la funcién de (c) es todo el plano.

La definicién de funci6n requiere que a cada elemento de A se le asigne un #nico elemento
de B. Sin embargo, un mismo elemento de B puede ir asignado a mas de uno de A. En el
Ejemplo 3.16(a) infinitos tridngulos distintos tienen la misma 4rea. Si cada elemento de B es imagen -
de, a lo més, un elemento de A, la funcién f se llama inyectiva (0 uno a uno). Si uno o miés
elementos de B son imagen de mas de un elemento de A, la funcién es de varios a uno.

La funcién de identificacién del Ejemplo 3.16(b) debe ser inyectiva porque contribuyentes dis-
tintos deben tener nimeros distintos. (En algunos casos raros los errores hacen que esta funcién sea
de varios a uno. {Esto siempre crea una gran confusién cuando se descubre!) Expliquese por qué la
funci6n definida en el Ejemplo 3.16(c) es también inyectiva, mientras que no lo es la que asigna a
cada nifio su madre.

Supongamos que f es una funcién inyectiva de un conjunto A en uno B, y supongamos que el
rango de f es todo B. Asf se tiene:

1. f lleva cada elemento de A en uno de B (que es la definici6n de funcién).

2. Dos elementos distintos de A tienen imédgenes distintas en B (luego f es inyectiva).

3. Para cada elemento v de B, existe un elemento u de A tal que f(u) = v (luego el rango de f
es todo B).

En esta situacién podemos definir una funcién g de B en A mediante la siguiente regla: Asignese
a cada elemento v de B el elemento u = g(v) de A que f lleva sobre v —esto es, el elemento
1 € Atal que v = f(u). A causa de la regla 2, esta asignaci6n es Gnica, luego g es una funci6n. Su
dominio es B y su conjunto final y rango son ambos iguales a A. La funcién g se llama la funcién
inversa de f. Por ejemplo, la inversa de la de los nimeros de identificaci6n es la funci6n que asigna
a cada nimero la persona que lo tiene como identificacién. La Seccién 7.6 da més detalles sobre las
funciones inversas y sus propiedades.

Problemas

1 Decidir cudl de las reglas siguientes define una funcién:

(a) La regla que asigna a cada persona en un aula su altura.



82 Capitulo 3/ Polinomios, potencias y exponenciales

(b) La regla que asigna a una madre su hijo/a menor.

(c) Laregla que asigna el perimetro de un rectingulo a su irea.

(d) La regla que asigna el drea de una esfera a su volumen.

(e) La regla que asigna el par de nimeros (z -+ 3, y) al par de nimeros (z, y).

2 Decidir cudles de las funciones del Problema 1 son inyectivas y cudles tienen inversa. Determinar la
inversa cuando exista.

3 Cada persona tiene hematies que pertenecen a uno y sélo uno de los siguientes grupos sanguineos designa-
dos por A, B, AB y O. Considérese la funcién que asigna a cada persona de un equipo su grupo sanguineo.
(Puede ser inyectiva esta funcion si el equipo consta de al menos cinco personas? .



4

Calculo diferencial de
una variable

Pensar de él (el cdlculo diferencial) meramente
como una técnica mds avanzada es perder su
contenido real. En él, las matemdticas se
convierten en un modelo dindmico de pensamiento,
que es un gran paso mental en el ascenso del
hombre.

—J. Bronowski (1973)

Un tema importante de las disciplinas cientificas, incluyendo la economia, es el estudio de la velo-
cidad ‘de variacién de las cantidades con el tiempo. Para calcular la posicién futura de un planeta,
para predecir el crecimiento de la poblacién de una especie biolégica, o para dar una estimacién de
la demanda futura de un bien, necesitamos informacién sobre la tasa de variacion.

El concepto matemdtico que se usa para describir la tasa de variacion es el de derivada, que es
el concepto central del andlisis matemaético. En este capitulo se define la derivada de una funcién
y se dan algunas reglas sencillas para calcularla. En el capitulo siguiente se dan otras reglas que
permiten calcular las derivadas de funciones mds complicadas.

Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) descubrieron, independientemente,
la mayoria de esas reglas. Esto inici6 el desarrollo del célculo diferencial e integral.

4.1 PENDIENTES DE CURVAS

Aunque en economia nos interesa usualmente la derivada como tasa de variacién, comenzamos este
capitulo con una motivacién geométrica del concepto.

Cuando estudiamos la grifica de una funcién, nos gustaria tener una medida precisa de la incli-
nacién de la grifica en un punto. Sabemos que, en la recta y = ax + b, el mimero a designa la
pendiente. Si @ es grande y positivo, la recta estd muy inclinada hacia arriba, de izquierda a derecha;
si a es grande y negativo, la recta estd muy inclinada hacia abajo, de izquierda a derecha. Pero,

83
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(cudl es la inclinacién de la grafica de una funcién f cualquiera? Una respuesta natural es definir la
inclinacién de una curva en un punto como la pendiente de la tangente a la curva en ese punto —esto
es, la pendiente de la recta que mas se ajusta a la curva en ese punto. En la curva de la Figura 4.1 la
inclinacién en el punto P es por tanto 1/2, porque la tangente pasa por el par de puntos (a, f(a))y
(a + 4, f(a) + 2), por ejemplo.

y

fla)+2 L

Ly = f(x)

f@b-ft| £

a+4

S S R S

FIGURA 4.1 f(a)~ 1/2.

En la Figura 4.1, el punto P tiene coordenadas (a, f(a)). La pendiente de la tangente a la grifica
en P se llama la derivada de f en el punto a y se designa por f'(a) (que se lee “f prima de a”).
En general se tiene

f'(a) = 1a pendiente de la tangente a la curva y = f(z) en el punto (a, f(a)). 4.1)

Asi, en la Figura 4.1, tenemos f'(a) = [f(a)+2 — f(a)]/(a +4 —a) =2/4 =1/2.

Ejemplo 4.1
Usar la definicién (4.1) para determinar f'(1), f'(4) y f'(7) en el caso de la funcién cuya
gréfica es la de la Figura 4.2.

4 Héi

3 | R
2 L VT @)
1

J
n

r T T X

1 2 3 4 5
FIGURA 4.2

8

Solucién: La tangente en P = (1,2) pasa por el punto (0, 1), luego tiene pendiente 1. La
tangente en () = (4,3) es horizontal, luego tiene pendiente 0. La tangente en R = (7,2%)

pasa por (8,2), luego tiene pendiente —1. Obtenemos, por tanto: f'(1) = 1, f/(4) = 0y
(1) =—1/2.
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42 LA PENDIENTE DE LA TANGENTE Y LA DERIVADA

Hemos dado en la seccién anterior una definicién vaga de tangente a una curva en un punto, diciendo
que es la recta que mds se ajusta a la curva en ese punto. Vamos a dar ahora una definicién mads
formal.

Es facil de entender la idea geométrica que hay detras de la definicién. Consideremos un punto
P de una curva del plano xy (véase Figura 4.3.) Tomemos otro punto () de la curva. La recta que
pasa por P y () se llama una secante (palabra que viene del latin y significa “que corta”). Si se
deja P fijo y se mueve () sobre la curva acercdndose a P, la secante girara alrededor de P, como
se indica en la Figura 4.4,

v T y T

FIGURA 4.3 FIGURA 4.4
La recta limite P7 hacia la que tiende la secante se llama la recta tangente a la curva en P.

Supongamos que P es un punto de la gréifica de la funcién f. Vamos a ver c6mo lo anterior nos
permite hallar la pendiente de la tangente en P. Esto se ilustra en la Figura 4.5.

T

Q=(a+h, fla+h))

|
g f
fla+h) - fla)

(JL a + h
FIGURA 4.5

El punto P tiene coordenadas (a, f(a)). El punto Q estd cercano a P y también sobre la
grafica de f. Supongamos que la coordenada z de @ es a + h, donde h es un nimero pequefio # 0.
Entonces, la coordenada z de ( es un nimero cercano a a. Puesto que () esta sobre la grifica de
f, 1a coordenada y de Q es f(a + k). Por tanto, las coordenadas de los puntos son P = (a, f(a))
y @ = (a + h, f(a + h)). La pendiente mpg de la secante PQ es

fla+h)— f(a)

mpQ = 3 (4.2)
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Esta fraccién se llama el cociente de Newton o el cociente incremental de f.

Nétese que, cuando h = 0, la fraccién de (4.2) se convierte en 0/0 y asi no estd definida. El
tomar b = 0 corresponde a hacer @ = P. Cuando Q) se mueve hacia P (Q tiende a P) a lo largo
de la grifica de f, la coordenada x de (), que es a + h, debe tender a @ y h debe tender a 0. A
la vez, la secante P(Q) tiende a la tangente a la grifica en P. Esto sugiere que se debe definir la
pendiente de la tangente en P como el mimero al que tiende mpg en (4.2) cuando h tiende a 0. -
En (4.1), hemos llamado a este valor la pendiente f’(a). Damos, por tanto, la siguiente definicién

de f'(a):

1, v _ el limite cuando A\ f(a+h)— f(a)
f(a)—{tiende:gda:o } h

Es usual en matemaéticas abreviar la notacién a limy_,o para expresar “el limite cuando h tiende a
cero” de una expresién que depende de h. Tenemos, por tanto, la siguiente definicién:

La derivada f’(a) de la funcién f en el punto ¢ de su dominio estd dada por la férmula

fa) = tim 1@ TR = 1@

h—0 h

(43)

Al igual que en (4.1), el niimero f’(a) da la pendiente de la tangente a la curva y = f(z) en el punto
(a, f(a)). La ecuacién de una recta que pasa por (21, ;) y tiene pendiente b es y ~y; = b(z —z1).
Obtenemos, por tanto,

La ecuacién de la tangente a la grifica de y = f(z) en el punto (a, f(a)) es
y - f(a) = f'(a)(z — a) | (44)

El concepto de limite en la definicién de f'(a) no estdi completamente claro. En la Seccién 6.7 se
da una definicién exacta. De momento confiamos en la intuicién para proseguir, porque la cosa es
relativamente complicada. Consideremos un ejemplo sencillo.
Ejemplo 4.2
Usar (4.3) para calcular f'(a) cuando f(z) = 2. Hallar, en particular, f'(1/2), f'(0) y
f!(=1). Dar las interpretaciones geométricas y hallar la ecuacién de la tangente en el punto
(1/2,1/4).
Solucién: Si f(x) = z? tenemos f(a + h) = (a + h)? = a®> + 2ah + h? y asi
f(a+ h) — f(a) = (a® + 2ah + h?) — a® = 2ah + h%. Por tanto, para todo h # 0, se

tiene
a+h)— f(a) 2ah+h* h(Qa+h
fla+h) = fla) _ _h2axh) o o
h h h
porque se puede simplificar por h ya que h # 0. Cuando h tiende a 0, 2a+h tiende obviamente
a 2a. Asi podemos escribir

fl(a) =1

h—0

im f(a+h}1_f(a)=’}i_%(2a+h):2a )
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Esto prueba que, si f(z) = z2, entonces f'(a) = 2a. Para @ = 1/2, se tiene f'(1/2) =
2-1/2 = 1. Andlogamente f'(0 ) =2-0=0y fi(-1)=2-(—1) = -2

En la Figura 4.6 damos la interpretacién geométrica de (1). En la Figura 4.7, hemos
dibujado las tangentes a la curva y = z* en los puntos @ = 1/2 ya = —1. Paraa = 1/2
se tiene f(a) = (1/2)% = 1/4y f'(1/2) = 1. Segin (4.4), la ecuacién de la tangente es
y—1/4=1-(z—1/2), 6 y = £ —1/4. (Probar que la otra tangente dibujada en la Figura 4.7
tiene como ecuacién y = —2zx — 1.) Nétese que la férmula f'(a) = 2a indica que f'(a) < 0
sia <0y f'(a) > 0sia>0. ;Estd esto de acuerdo con la grifica?

y

N

+ T

FIGURA 4.6 f(x) = x2. FIGURA 4.7 f(x) = x?

Si f es una funcién relativamente sencilla, se puede calcular f'(a) por el algoritmo siguiente:

Algoritmo para calcular 7'(a):

1. Sumar h a a (h # 0) y calcular f(a + h).

2

3.

4. Simplificar la fraccién del paso 3 lo maximo posible. Cancelar /& en numerador y denomi-
nador siempre que sea posible.

. f'(a) es el nimero al que tiende

. Calcular el cambio de valor de la funcién: f(a + h) — f(a).
Para h # 0, hallar el cociente de Newton fla+ })l f(@) (4.5)

cuando h tiende a 0.

fla+h) — f(a)
h

Apliquemos este algoritmo a otro ejemplo.

v
Ejemplo 4.3 »*
Si f(z) = z°, calcular f'(a). 7

Solucién: Seguimos el algoritmo (4.5).
1. f(a+h)=(a+h)®=a’+3a*h +3ah® + h?

2. f(a+ h) — f(a) = (a® + 3a*h + 3ah? + A®) — a® = 3a*h + 3ah® + K3
fla+h)—f(a) 3a’h+ 3ah? + b3
h - h
5. Cuando  tiende a 0, también tenderd a cero 3ah + h?, luego la expresién 3a® + 3ah + h?

tiende a 3aZ. Asi, f'(a) = 3a>.

3 4. =3a® + 3ah + h?
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Asi hemos probado que la tangente a la grifica de la funcién f(x) = z° en el punto z = a
tiene pendiente 3a2. Nétese que f'(a) = 3a? > O0sia # 0y f/(0) = 0. La tangente esta
siempre inclinada hacia arriba, de izquierda a derecha, para todo a # 0, y es horizontal en e
origen. Dibdjese la grifica de f(z) = x> para comprobar lo anterior.

El algoritmo de (4.5) es fécil de usar para funciones sencillas. Sin embargo, se vuelve dificil
y aun imposible si se pretende tratar con él funciones ligeramente més complicadas como f(z) =
V32?2 + z + 1. En el siguiente capitulo se dan reglas de calculo de derivadas para funciones com-
plicadas, sin necesidad de tener que recurrir a (4.5). Sin embargo, antes de estudiar esas reglas
debemos examinar con mas atencion el concepto de limite. Esto se hace en la Seccion 4.4.

Notaciones

Hemos demostrado en el Ejemplo 4.2 que, si f(z) = z2, para todo a se tiene que f'(a) = 2a.
Como usamos frecuentemente x para representar una cantidad que puede tomar cualquier valor,
escribimos entonces f'(x) = 2z. Usando esta nueva notacién para la funcién del Ejemplo 4.3,
podemos formular brevemente los principales resultados de los dos tltimos ejemplos de la siguiente
forma:

flx)= x = fl(z)= 2x (4.6)

flx)=2 = f(z) =327 (4.7)
La ecuacién (4.6) es un caso particular de la regla siguiente, cuya demostracién se pedird en el
Problema 6.

f(@) =az’+bz+c = f'(z)=2ax+b (a, by cconstantes) (4.8)
Sia =1, b=c =0 se tiene (4.6). Casos particulares de (4.8) son:
flz)=32*+22+5 = flz)=3-2c+2=6zx+2
fl@)=—16+3z - is
flz)=(z )2 =z’ —2px+p* = fl(z)=22-2p (p constante)

£ = fl()=—jz+3

Si se usa y para designar el valor de la funcién y = f(z), la derivada se designa por y'. Asi se
escribe, por ejemplo, y = z° = 3 = 3z2.

No son éstas las unicas notaciones para la derivada, sino que a menudo se usan otras en mate-
mdticas y sus aplicaciones. Una de ellas, debida a Leibniz, se llama la notacion diferencial. Si
y = f(z), se escribe

dy df(z) _ o d ’
i =dy/dz 6 i df (z)/dz 6 E;f(x) en lugar de f'(x)
Por ejemplo, si y = 2, entonces
dy p d , _
de e © dz )=

Por el momento, el simbolo dy/dz sélo significa f'(z) y no se considerard como dy dividido por
dz. En capitulos posteriores discutiremos esta notacién con mds detalle. En efecto, d/dx designa la
orden de derivar lo que sigue, con respecto a .

Cuando se usen letras distintas de f, z, y, la notacién pa:a la derivada cambiard. Por ejem-
plo: P)=t*= P'(t) =2t Y =K’ = Y' =3K% A=12= dA/dr =2r.
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Problemas

1 Sea f(r) = 4z>. Probar que f(5+ h) — f(5) = 40h + 4h2. Por tanto,

f(5+h) = f(5)
h
Usando este resultado hallar f'(5). Comparar la respuesta con (4.8).

=40 + 4h

2 Sea f(x) = 3x% + 2z — 1. Probar que, para h # 0,
flx+h) - f(=z)
h

Usar este resultado para hallar f'(x). Hallar, en particular, f'(0), f'(—2) y f’(3). Hallar la ecuacién de
la tangente a la gréfica en el punto (0, —1).

=6x+2+3h

3 La Figura 4.8 muestra la grifica de una funcién f. Hallar si las siguientes derivadas son > 0, = 0, 6 < 0:

f'(@), £'(0), f'(e), ().

FIGURA 4.8

4 Probar que
1
f@)=2=f@)=-=

Indicacién: Probar que [f(z + h) — f(z)]/h = —1/z(z + h) (véase Problema 14, Seccién 2.5).

5 Hallar la pendiente de la tangente a la grifica de las funciones siguientes en los puntos que se indican:

(a? f(z) =3z +2 en (0,2) (b) f(z)=2"—1 en(1,0)
© f@=>+2ea(3 (@) f@)=1"—2z en (0,0)
© f@)=s+ en(-1,-2) O f@)=2" e (1)

6 (a) Si f(z) = az®+ bz + ¢, probar que {f(z + h) — f(z)]/h = 2azx + b+ ah. Usar esto para ver que
f(z) = 2az +b.

(b) (Para qué valor de = es f'(z) = 0? Explicar este resultado a la luz de (3.4) de la Secci6n 3.1.

7 (a) La funcién de demanda de un bien de precio P estd dada por la férmula D(P) = o — bP. Hallar
dD(P)/dP.

(b) El coste de producir = unidades de un bien estd dado por la férmula C(z) = p+ gz?. Hallar C'(z).
8 (a) Probar que (/z+h—T)(\/T+h+/T)=h
(b) Si f(z) = v/z, probar que [f(z + h) — f(z)]/h = 1/(\/z + h + ).
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(c) Usar el resultado de la parte (b) para probar que, para £ > 0,

fl@)=vz = f'(z) = ‘/-

(d) Probar que se puede escribir el resultado en la forma

d 1/2 1 —1/2
d:cm —23:

9 (a) Si f(z) = ax® + bx? + cz + d, probar que
[f(z + h) — f(x)]/h = 3a2* + 2bz + c + 3azh + ah® + bh

y, por tanto, que f'(z) = 3az? + 2bz + c.
(b) Probar que el resultado de la parte (a) generaliza los del Ejemplo 4.3 y el Problema 6.

Problemas avanzados

10 (a) Si f(x) = z'/3, probar que
f(z+h)— f(z) 1

h T (@+hEP+ (x+ R 23

usando el resultado del Problema 11(a) de la Seccibn 34cona=z +hyb=z.

(b) Usar el resultado de la parte (a) para demostrar que

d 1/3 : —2/3
d:c( )= 31:

v 4.3 TASAS DE VARIACION Y SU SIGNIFICADO ECONOMICO

"fHemos interpretado la derivada de una funcién como la pendiente de la tangente a su grifica en el
punto de que se trate. En economia hay otras interpretaciones mds importantes. Veamos primero
ﬁ cémo se puede interpretar en general la derivada como tasa de variacién.
. Supongamos que una cantidad y estd relacionada con una cantidad & por y = f(x). Si se da
a z un valor a, el valor de la funcién es f(a). Supongamos que se cambia a por @ + h. El nuevo
valor de y es f(a + h) y la variacién del valor de la funcién, cuando x varia de a a a + h, es
v f(a+ h) — f(a). La variacién de y por unidad de variacién de  tiene un nombre especial, la tasa
: media de variacién de f en el intervalo [a,a + h, y vale

fla+h) - f(a)
h

. Nétese que esta fraccién es el cociente de Newton de f. Tomando limite cuando h tiende a O se
~ obtiene la derivada de f en a. Por tanto:

(4.9)

La tasa instantdnea de variacion de f en a es f'(a) (4.10)

Este concepto, muy importante, aparece cuando se estudian cantidades que cambian. Cuando la
variable independiente es el tiempo, usamos un punto para designar derivacién respecto a el Por
ejemplo, si z(t) = 2, escribimos &(t) = 2t.



Sec. 4.3/ Tasas de variacion y su significado econdmico 91

A veces nos interesa estudiar la razén f’(a)/f(a). Inventamos un nombre para ella:

La tasa proporcional de variacién de f en a es f'(a)/f(a). (4.11)

[ En economia, se ven muy a menudo tasas proporcionales de variacién. A veces se las llama tasas

\ relativas de variacién. Normalmente se dan en tantos por ciento —o, cuando el tiempo es la variable
independiente, en porcentajes anuales. A menudo diremos cosas como, por ejemplo, que una variable
crece un 3% anual si tiene una tasa proporcional de variacién de 3/100 cada afio.

Ejemplo 4.4
Sea N(t) el nimero de individuos de una poblacién (de personas, animales, o plantas) en el
instante ¢. Si ¢ aumenta a ¢+ h, la variacién de la poblacién es de N (¢ + h) — N (t) individuos.
Asi [N(t + h) — N(t)]/h es la tasa media de variacién. Tomando limite cuando h tiende a 0
se tiene N (t) = dN/dt, que significa la tasa de variacién de la poblacién en el instante t. (Al
final de esta seccién, trataremos el problema que surge cuando NN (%) toma sélo valores enteros.)

El Ejemplo 6 de la Seccién 2.5 se basaba en el caso en que P, el nimero de habitantes de
Europa (en millones), venia dado por la férmula
P=641t+ 641 (1

En ella, ¢ es el nimero de afios, calculados a partir de 1960. En este caso, la tasa de variacién

es la misma para todo ¢:

dP ) .
o 6,4 millones por afio

Interpretaciones econémicas

Ejemplo 4.5
Consideremos una empresa que produce un bien en un periodo dado. Sea

C(z) = coste de produccién de = unidades
R(z) = ingreso por venta de = unidades
w(z) = R(z) — C(z) = beneficio de produccién (y venta) de = unidades

Llamamos a C’(z) el coste marginal (en z), a R'(z) el ingreso marginal y a 7/(z) el be-
neficio marginal. Los economistas usan a menudo la palabra marginal de esta manera con el
significado de derivada.

Damos a continuacién otros ejemplos del uso de derivadas en economia. La propensién
marginal al consumo es la derivada de la funcién de consumo respecto al ingreso; andloga-
mente, el producto marginal del trabajo (o productividad marginal del trabajo) derivada de
la funcién de produccion respecto al trabajo.

Segin la definici6n, el cost§ marginal es igual a

C'(z) = ’lll_f’no C(z+ h})t - C(x)

(coste marginal) (4.12)
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Como, normalmente, una empresa produce muchas unidades de x, entonces se puede considerar
que h = 1 es un nimero cercano a 0 y obtenemos la aproximacién

Clz+1)—-C(x)
1

Asi el coste marginal es aproximadamente igual al incremento de coste C(x + 1) — C'(z), que
es el coste adicional de producir una unidad mds de x.

C'(z) ~ =C(z+1) - C(z)

En ‘cursos elementales de economia se define a menudo el coste marginal como la dife-
rencia C'(z + 1) — C(x), porque no se pueden usar adin los conceptos adecuados de célculo
diferencial.

Ejemplo 4.6
Sea K (t) el stock de capital de una economia en un instante ¢. La tasa de variacién K (t) de
K(t) se llama la tasa de inversion en el instante ¢ y se le designa por I(t). Asi,

K(t)=1(t) (4.13)
Derivabilidad y funciones empiricas

La propia definicién de derivada presupone que se pueden tomar incrementos arbitrariamente peque-
fios en la variable independiente. En los problemas pricticos es normalmente imposible el imple-
mentar (o aun medir) estos cambios. Por ejemplo, cantidades econémicas que dependen del tiempo
(como el precio de un bien o el producto nacional de un pais) se miden en intervalos de dias, sema-
nas o aflos. Mds atn, las funciones de costes del tipo de las que tratamos en el Ejemplo 4.5 se suelen
definir para valores enteros de . En todos esos casos, las variables toman valores discretos.

Las gréficas de esas funciones estaradn, por tanto, formadas por un conjunto discreto de puntos.
Para funciones de este tipo, en las cuales tiempo y niimeros varian de forma discreta, el concepto de
derivada no estd definido. Para remediar eso, se sustituye la funcién correspondiente por una funcién
derivable que sea una “buena aproximacién” de ella.

Por ejemplo, la Figura 4.9 muestra las observaciones del mimero de parados registrados en
Noruega para cada mes de los afios 1928-1929.

En la Figura 4.10 tenemos la grifica de una funcién derivable que aproxima los puntos de la
Figura 4.9. (La grifica de la Figura 4.10 se ha dibujado usando un programa de computador.)

Desempleo
3

30.000 J-
L + + +

20.000 ﬁ + * *

10.000 T

——r—r—v—rv—r—v-—v—v—l—r*l—r—r—v—r-v—v—r'l—ﬂ—vj—rb t
1928 1929

FIGURA 4.9 Desempleo en Noruega (1928-1929).
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Desempleo
30.000 -L
+
20.000 +
10.000 T
T T T e T

FIGURA 4.10 Una curva lisa que aproxima los puntos de ia Figura 4.9

Problemas
1 Sea C(z) = 2% 4 3z + 100 la funcién de costes de una empresa. Probar que la tasa media de variacién,
cuando  varia de 100 a 100 + h, es
C(100 + k) — C(100)
h
(Cual es el coste marginal C’(100)? Usar (4.8) para hallar C'(x) y, en particular, C'(100).

=203+h (h#£0)

2 Si la funcién de costes de una empresa es C{z) = kx + I, dar la interpretacién econémica de los
pardmetros k e I.

3 Si el ahorro total de un pafs es una funcién S(Y") del producto nacional Y, entonces S’(Y) se llama la
propensién marginal al ahorro (PMA). Hallar la PMA para las funciones siguientes:

(a) S(Y)=a+bY (b) S(Y) =100+ 10Y + 2Y?

4 Si el impuesto que paga una familia es una funcién T'(y) de su renta y, entonces dT (y)/dy se llama la
tasa marginal del impuesto. Determinar la tasa marginal para:

Ty) =ty (t es una constante € (0, 1))

5 Témense como base las definiciones dadas en el Ejemplo 4.5. Calcular el ingreso marginal, el coste
marginal y el beneficio marginal en los dos casos que siguen (p, a, b, a;, by, ¢; son constantes positivas).
En cada caso, hallar el valor de x para el que el beneficio marginal es 0:

(a) R(z) = pz, C(z) = oz’ + bz + ¢
(d) R(z) = az® — ba?, C)y=a1z+b

4.4 UNA PINCELADA SOBRE LIMITES

En la Seccién anterior hemos definido la derivada de una funcién basindonos en el concepto de
limite. Este concepto también es importante por otras razones, luego debemos darle una ojeada
desde mds cerca.

Vamos a dar aqui una definicién preliminar y algunas reglas importantes para el cdlculo de
limites. En el Capitulo 6 discutiremos mas a fondo el concepto de limite, asi como el de continuidad,
que estd intimamente relacionado con él.

Por ejemplo, consideremos la férmula

2
F(z) = T 16
4./t —8
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Nétese que, si £ = 4, la fraccién se convierte en la expresién sin sentido “0/0.” Asi, la funci6n F
no estd definida para £ = 4, pero nos podemos preguntar qué pasa con F'(z) cuando z estd préxime
a 4. Usando una calculadora (excepto cuando T = 4), encontramos los valores de la Tabla 4.1.

TABLA 4.1 Valores de F(x) = (X% — 16)/ (4\/— — 8) cuando x esta proximo a 4

X 39 399 3999 39999 4,0 4,0001 4,001 4,01 4,1
F(x) 7,850 7,985 7,998 8000 * 8,000 8,002 8,015 8,150

*No definida.

Parece obvio, a partir de la tabla que, cuando x se aproxima a 4, la fraccién F'(x) se aproxim:
a 8. Parece razonable decir que F'(z) tiende al limite 8 cuando z tiende a 4. En este caso escribimot

i 2 — 16 . z2 - 16
m ———— = 6 —_—
T4 4/T — 8 4z —8
Hemos representado en la Figura 4.11 un trozo de la grifica de F'. La funcién F estd definida par:
todo > 0, excepto para ¢ = 4. También se escribe lim,_,4 F'(z) = 8. (Se usa un circulo pequefic

para indicar que el punto (4, 8) no estd en la grifica de F'.)
Yy

.

— 8 cuando =z —> 4

AN il

/1

y = F(z)

—
—

[y

N W Rk LN OO

123456789
x2 —16
4,/x — 8

Una definicion preliminar del concepto de limite

FIGURA 4.11 y = F(x) =

Supongamos, en general, que una funcién f estd definida para todo = préximo a a pero no necesa-
riamente para T = a. Entonces decimos que f(x) tiene el limite A cuando « tiende a a, si f(x) tiende
a A cuando z tiende a a (pero no es igual a a). Escribimos

3'!i_r’rhf(a:)zA 6 f(r) > A cuando T —a

Es posible que f{z) no tienda a ningiin mimero concreto cuando x tiende a a. En este caso decimos
que limg_,q f(z) no existe, o que f(x) no tiene limite cuando z: tiende a a.

Ejemplo 4.7
Usar una calculadora para estudiar los limites siguientes:

. o Vh+1-1
(a) ;1513(396—2) (b) ,yglo—-—h—~

© i wrop
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Solucion:

(a) Cuando z es un nimero préximo a 3, obtenemos la Tabla 4.2. En ella se ve que 3z — 2
parece tender a 7 cuando x — 3, luego que lim;,3 (3 — 2) = 7. (Si £ = 3 entonces
3z — 2 es igual a 7. Sin embargo, la definicién de lim;_,3 (32 — 2) no usa para nada el
valor de 3z — 2 en = = 3.)

TABLA 4.2 Valores de 3x — 2 cuando x estd proximo a 3

X 29 295 299 2999 3,001 301 305 31
3x—2 67 685 697 6997 7,003 703 715 73

(b) Tomando valores préximos a 0 para h se construye la Tabla 4.3. La tabla sugiere que

o Vh+1-1
lim —————— = 0,5
h—0 h

TABLA 4.3 Valores de (v/h + 1 — 1)/h cuando h esta proximo a 0

h  —05 -02 —01 —001 00 00! 01 02 05
Vh1-1 0586 0528 0513 0501 * 0499 0488 0477 0,449
*No definido.

(c) Eligiendo valores de x préximos a —2 construimos la Tabla 4.4. Cuando x se aproxima a
—2, vemos que el valor de la fraccién se hace muy grande. Ampliando la tabla de valores
es claro, por ejemplo, que para £ = —2,0001 y £ = —1,9999, el valor de la fraccién es
100 millones. As{ concluimos que 1/(x + 2)? no tiende a ningtn limite cuando z tiende
a —2. Puesto que la fraccién se hace cada vez mayor cuando T se va acercando a —2,
decimos que tiende a infinito y escribimos limg—, » 1/(z + 2)? = c0.

TABLA 4.4 Valoresde 1/(x + 2§ cuando x estd proximo a —2

X -18 —19 —1,99 —-1,999 —-2,0 —2,001 -2,001 —-2,1 =22
ﬁ 25 100 10.000 1.000.000 * 1.000.000 10.000 100 25
*No definido.

Los limites que hemos calculado anteriormente estaban todos basados en fundamentos numéri-
cos poco rigurosos. Por ejemplo, considerando el Ejemplo 4.7(b), ;podemos estar seguros de que
nuestra intuicién es correcta? ;No podria ocurrir que, eligiendo valores de h ain mis préximos a
0, la fraccién no tendiese a un limite distinto de 0,5, o quizds no tuviese limite? Ulteriores calculos
numéricos van a apoyar nuestra creencia de que la intuicién inicial es correcta, pero nunca podremos
construir una tabla que contenga a fodos los valores de h préximos a 0, luego los calculos numéricos
no van a poder, por si solos, determinar con certeza un limite. Esto pone de relieve la necesidad de
tener un procedimiento riguroso de célculo de limites. En primer lugar se requiere una definicién
matemdtica precisa del concepto de limite. En la Seccién 6.7 daremos esta definicién. Mientras tanto
damos una preliminar,

Escribir que limg_,, f(z) = A significa que podemos hacer que f(x) se aproxime a A tanto

, - . ] (4.14)
como queramos para todo x suficientemente préximo a a, pero no igual a éL.
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Recalcamos que:

1. El niimero lim,_,4 f(z) depende de los valores de f(x) para valores de & préximos a a, pe
no de cémo f se comporta justamente en el valor £ = @. Para hallar el limy_,q f(Z) no nc
interesa el valor f(a), ni siquiera el hecho de que f esté o no definida en a.

2. Cuando se calcula limg_,4 f(x) se deben tomar en cuenta valores de & a la izquierda y a ]
derecha de a.

El siguiente Ejemplo ilustra geométricamente el concepto de limite.

Ejemplo 4.8
La Figura 4.12 muestra la grifica de una funcién particular f, definida en el intervalo cerrad

[0,9]. Hallar el lim,_,q f(z) para a = 2, 3, 4 y 6. (El punto al final de cada flecha no form
parte de la gréfica, pero es el limite de puntos de la grafica.)

y = f(z)

[ ST VS R Y )

FIGURA 4.12

Solucién: Vemos que limy_,, f(x) = 3. Nétese que f(2) = 2. También limz_,; f(z) =1
Aqui f(3) = 1. El limite lim,_,4 f(x) no existe. Para & préximo a 4 y ¢ < 4, f(x) tiende ¢
1/2; para ¢ préximo a 4 y ¢ > 4, f(z) tiende a 3. Asi, f(z) no tiende a un nimero concretc
cuando z tiende a 4. Finalmente, lim,_,¢ () no existe. Cuando  tiende a 6, f(z) decrece
indefinidamente; escribimos lim, ¢ f(z) = —o0.

Reglas para los limites

Desde luego, no se pueden determinar realmente los limites mediante cdlculos numéricos. En luga
de eso, vamos a usar unas reglas sencillas cuya validez se podrd demostrar una vez que hayamos
dado una definicién precisa del concepto de limite. Esas reglas son muy claras, e incluso hemos
usado algunas ya en la seccién anterior. Estudiemos brevemente algunas de ellas. Supongamos que
f v g son funciones definidas en un entorno de a (pero no necesariamente en a). Entonces se tienen
las reglas del recuadro de la pigina siguiente.

Es fécil dar una explicacién intuitiva de esas reglas. Si limy_,q f(z) = A y limy,4 g(x) = B,
sabemos que, cuando T estd préximo a a, entonces f(x) estd préximo a A y g(z) lo estd a B. Asi
f(z)+ g(:li) debe estar préximo a A + B, el producto f(z)g(z) a A - B y asi sucesivamente.

Las reglas de (4.15) se pueden usar repetidamente para obtener otras mds generales, como

5im (f1(2) + fo(@) ++ + fa(@)] = fim fie) + lim fo(2) 4+ lim fa(z)  (4.16)

Jim [£1(2) - o) -+ fa(@) = Jim fi() lim fo(z) o Jim falz)  (417)
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Reglas para limites
Si a}l_r}}] fle)=Ay 2}1_121 g(x) = B, entonces

() lim [f(z)+9(@)) = A+ B

i) Jim [f(2) — g(a)] = A~ B s
(iii) lim [f(z)g(z)] = A- B

@ A
(iv) Lim J@) " B (siempre que B # 0)

(v) lim | f(x)]P/1 = AP/T (si AP/9 esta definido)

En palabras decimos que el limite de una suma es la suma de los limites y que el limite de un producto
es el producto de los limites.

Supongamos que la funcién f(x) es constante igual a c para todo . Entonces

%1_>ma c=c (para todo punto a) (4.18)

Es también evidente que, si f(x) = z, entonces
zll_r?a flz) = %1_)ma:z =a (para todo punto a) (4.19)

Combinando estos dos limites sencillos con las reglas generales (4.15)—(4.17) se pueden calcular
facilmente limites de ciertas combinaciones de funciones.

Ejemplo 4.9
Calcular los limites siguientes:

220%% — \/z
. 2 . . n
(a) 21_1)11_12 (z* + 5z) (b) alnlgh s (c) %1_>ma Az
Solucién: Usando las reglas (4.15)—(4.17), obtenemos
. 2 T . . .
(a) _,,;l_l,nlz(x +5z) = zl_lfr_lz(a: T) + 31_1)1112(5 x)
= ( lim .’II) (zl—l>n3—2x) + (zl—>lnl

T2

5)( lim x)

2 r——2

= (-2)(~2) +5-(-2) = =6

23:3/2_\/5_21imx3/2—;i1&\/5_2.43/2__\/2

b) lim S . - 14
() 24 g2 — 15 lim 2 — 15 4% — 15
T4
(c) lim Az" = (lim A)(limz")=A-(limz)"=A-a"
r—a r—a r—a r—a

No ha sido dificil hallar los limites en este ejemplo usando las reglas (4.15)—(4.19). El ejemplo
con el que comenzé esta seccién y el 4.7(b) presentan mayores dificultades. En ellos hay una
fraccién cuyo numerador y denominador tienden simultdneamente a 0. La regla (4.15)(iv) no se
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puede aplicar directamente es estos casos. Sin embargo, una sencilla observacién puede ayudamos
a calcular el limite, siempre que éste exista. Puesto que lim;_,o f(z) depende solamente de los
valores de f cuando x estd préximo a a, pero no es igual a a, se tiene lo siguiente:

Si las funciones f y g coinciden para todo z préximo a @ (pero no necesariamente en & = a),

entonces limgy_,q f(2) = limg_,4 g(z) cuando cualquiera de los dos limites existe. (4.20)

Damos unos ejemplos de cémo funciona esta regla.

Ejemplo 4.10
Calcular los limites siguientes:
. 3z +3z—18 C Vh+1-1 . xr—16
(a) lim ————— () lim —— (¢) lim ———
T2 r—2 h—0 h z—4 4\/5 -8
Solucién:

(a) Vemos que tanto numerador como denominador tienden a 0 cuando z tiende a 2. Como
el numerador 3z? + 3z — 18 es igual a 0 para T = 2, es divisible por  — 2. En efecto,
322 + 3z — 18 = 3(z — 2)(z + 3). Por tanto,

322+ 3z - 18  3(x —2)(z+3)
flx) = =
r—2 T—2
Como sélo nos interesan valores £ # 2, se puede simplificar £ — 2 del numerador y

denominador obteniéndose 3(x + 3). Las funciones f(z) y g(x) = 3(z + 3) coinciden
para todo = # 2. Segiin (4.20), esto implica que
322 + 3¢ — 18

(b) De nuevo numerador y denominador tienden a 0 cuando A tiende a 0. Ahora tenemos que

usar un pequefio artificio. Si multiplicamos numerador y denominador por vh + 1 + 1
obtenemos

«m_lz(M—l)(m+1) htl—1 1

h h(VETI+1) Ch(VEFI+1) VREI+1

donde se ha simplificado por h. Para todo h # 0 (y h > —1), la funcién dada coincide

con 1/(+v/h + 1+ 1), que tiende a 1/2 cuando h tiende a 0. Asi deducimos que el limite
de la funci6n dada es igual a 1/2, o que confirma el resultado del Ejemplo 4.7(b).

(c) Debemos tratar de simplificar la fraccién porque z = 4 da 0/0. De nuevo usamos un
artificio para factorizar la fraccién. Se tiene:

z2 - 16 :(:c+4)(x—4):(m+4)(ﬁ+2)(ﬁ—2) )
4,/ -8 4(y/z —2) 4(\/z-2)

Hemos usado la factorizacién z — 4 = (/z +2) (v/z — 2), que es vélida para = > 0.
Podemos simplificar por /7 — 2 en la dltima fraccién de (*) cuando /T — 2 # 0 —esto
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es, cuando = # 4. Usando (4.20) de nuevo se tiene
i z? — 16
im—
4 4,/T — 8
Esto confirma la afirmacién que hicimos en la introduccién a esta seccién. La Seccién 7.5 trata
mas sisteméticamente los limites de fracciones del tipo de las estudiadas en el Ejemplo 4.10.

= lim Sz + O(VE+2) = {4 +4)(VE+2) =8

Problemas

1 Determinar los limites siguientes usando las reglas para el célculo de limites:

3+2z
; 2 . 2 3
(a) lim (3 4 227) (b) lim —— (¢) lim (227 +5)
. 2 143 . (y+1)5_y5 . 1/Z+2
(@ Jim (5t + £ = 3t © Jim T O Jim, ==~
2 Considérese el siguiente limite:
247z — 8

lim
z—1 z—1

(a) Estudiarlo huméricamente haciendo una tabla de valores de la fraccién cuando x estd préximo a 1.

(b) Calcularlo usando (4.20).

3 Para la funcién h cuya gréfica estd representada en la Figura 4.13, estudiar lim;,, h(t) para a = —1, 0,
2,3y4.

)

5
4
I
; I
. /I\
L h(?)
1
>t
2 /-1 1 2 3 4 5 6 1
FIGURA 4.13
4 Calcular los limites siguientes:
3
. 2 B . . r—2r—1
() zlan2(:L‘ +3z = 3) (b) yl—linls y+8 () zlli’no -z -1
. T4 317 2% . (z+hP -2 (z+ h)® — 23
@) zhi»no—a:— (©) lllino_ ®) zl—»o h (h #0)
5 Calcular los limites siguientes:
. 1/3—2/3h oxr-1 . 3] 32t—96
(a) lllinz h-2 () zhino z2 ©) tl—ug 2 —-2t—3
vVh+3=+/3 t? — 4 2—-
d) lim vhi3-V3 (€ lim — 0 lim 2YZ
h—0 h t——2 t2 4+ 10t + 16 x4 4—g

6 Calcular los limites siguientes, si f(z) = x2 + 2z:
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(2) fim L(Egz—:_{_(g (b) a}gnzf(—?:—{(—lz (©) }{,inofﬁJf_"}z;f@
@ Jim, ﬂ%’:—i‘@ () lim M—’%_—ﬂa—) ® lim fla+h) ; fla—h)

7 Usando una calculadora, calcular numéricamente los limites siguientes:

tim 2! o) fim 2! (©) lim (1+ k)"
(a) hll;no h hl_’o h h1—+0

Problemas avanzados

8 Calcular los limites siguientes (Indicacion: Para la parte (b), efectuar la sustitucién v/27 + h = u.)

ozt -2z 27T+ h-3 |
R -

(n es un nimero natural)

4.5 REGLAS SENCILLAS DE DERIVACION

En la Seccion 4.2, definimos la derivada de una funcion f por la fé6rmula

f@+h - f@) "
h

fi(z) = Jim,

Si existe este limite, decimos que f es derivable en z. El proceso de hallar la derivada de una
funcion se llama derivacién. Es prictico pensar que esto es una operacién que transforma una
funcién f en otra f'. La funcién f’ esta entonces definida para los valores de  para los que existe
el limite en (*). Si y = f(x), se pueden usar los simbolos y’ y dy/dz en lugar de f'(z).

En los ejemplos y problemas de la Seccién 4.2 hemos usado la férmula (*) y la regla (4.5) para
hallar las derivadas de algunas funciones sencillas. Sin embargo, el aplicar la definicién directamente
suele ser dificil. En el préximo capitulo se usa sistematicamente la regla (4.5) para deducir otras con
las que se pueden calcular derivadas de funciones muy complicadas. Aqui consideramos solamente
unas reglas muy sencillas

Si f es una funcién constante f(x) = A, su derivada f'(z) es igual a 0:
(4.21)
fla)=A= f(z)=0

Este resultado se ve muy bien geométricamente. La grifica de f(z) = A es una recta paralela al eje
z. La tangente a la grafica tiene pendiente 0 en cada punto (véase Figura 4.14.)
Se aconseja aplicar la definicién de f'(z) para obtener el mismo resultado.

Las constantes aditivas desaparecen al derivar:

(4.22)
y=A+f(z) =19y = f'(z)
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fley=A

— T

FIGURA 4.14 La derivada de una constante es 0.

POLITECRICA DL LITORA

Las constantes multiplicativas se conservan al derivar: CIB . ESPOL

(4.23)
y=Af(z) =y = Af'(z)

La regla (4.22) se ilustra grificamente en la Figura 4.15. La gréifica de A+ f(z) se obtiene de la de
f(z) trasladindola A unidades en la direccién del eje y. Por tanto, las grificas de f(z)y f(z)+ A
son paralelas y las tangentes a las dos curvas en cada valor de = deben tener la misma pendiente.
Usese de nuevo la definicién de f'(x) para dar una demostracién formal de esta afirmacién.

Y

y=A4+f(z)

y = f(z)

A

FIGURA 4.15 Las graficas de las funciones son paralelas, las funciones tienen la misma deri-
vada.

Vamos a demostrar la regla (4.23) usando la definicién de derivada. Si g(z) = Af(z), entonces
g(x+h)—g(@)=Af(x+h) - Af(z) = A[f(z + h) — f(x)] y asf
h) — h) —

En notacion de Leibniz, los tres resultados se escriben asf:

d d d d d
LA=0 U f@l=f@), o [Af@)]= Ao f(2)

Ejemplo 4.11 .
Supongamos que se conoce f'(x). Usando las reglas (4.22) y (4.23), hallar las derivadas de

(@) 5+ f(z) (b) f(z)—1/2 (¢) 3f(z) (d) _f(S-’II) (©) Af(wc)v-l-B
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Soluciéon: Usando notacién mixta, tenemos lo siguiente:
d
@ 5+ @)= (@)
d d y
(b) — [f(@) = 1/2 = — [(=1/2) + f(@)] = @)

d
() - Bf @) =3f (@)

0 L1 2] i
© 5 [H2E2 - 2 2w+ 2] = 5@

Regla de la potencia

Pocas reglas de derivacién son mds ttiles que la siguiente:

Regla de la potencia

(4.24)
f(z) = 2% = f'(z) = az® ' (a es una constante arbitraria)

Hemos demostrado ya esta regla en la Seccién 4.2 para a = 2 y a = 3. Se puede generalizar el
método que se usé en estos ejemplos, como vamos a ver.

Demostracion de (4.24) cuando @ es un niimero natural 71:
Escribimos f(z) = 2™ y formamos el cociente de Newton

f@+h) -~ flx) (@+h)"—2" %)

h h h
Desarrollemos (z + k)™ = (z + h)(x + h)--- (x + h). La expresién resultante debe contener al término z™
que resulta de tomar x de cada uno de los 7 factores. También contendr4 términos del tipo ™ 'h. Hay n de

tales términos, que se obtienen eligiendo n — 1 de las = y una h. Todos los términos restantes deben contener
al menos dos factores b, luego

(x +h)* = 2" + nz" 'k + (téminos que contienen a h? como factor)

Por tanto,
(z + h)™ — 2" = nz" " 'h + (términos que contienen a h? como factor)

Por tanto, cuando h # 0, tenemos

z+ h)" -2z _ .
(———)’—l———— =nz™ " 4 (términos que contienen a h como factor)

Ahora hagamos que h tienda a 0. Cada término que contiene a A como factor va a tender a O y la suma de
todos ellos tenderd a 0. Asi, el miembro de la derecha tiende a nz™~! + 0 = nz™ L.

Puesto que la fraccién de (%) tiende a nz™ ! cuando h tiende a 0, la regla (4.24) se verifica cuando a es
un nimero natural, por definicién de f'(z).
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Ejemplo 4.12
Calcular las derivadas de las funciones siguientes:
S . 2100
a =z b =3z c = —
(a) y (b) y © ¥= 100
Solucion:
(@) y=2" =y =52 =52*
b) y=3z" =y =3-82%" =242’
z!% 1 1
@) y="—=—20 = ¢ = —100¢'%"! = 2%
100 100 100

La demostracién anterior es vélida s6lo cuando a es un niimero natural. Sin embargo, el resul-
tado de (4.24) es vilido también si @ es un nimero negativo, o incluso si @ es un nimero racional,
positivo o negativo. Més aiin, (4.24) es cierta también si a es un nimero irracional. Consideraremos
mds tarde todos esos casos.

Ejemplo 4.13
Calcular las derivadas siguientes:
d o d -3 d o d ( A
@ 3 ) O 5T @ A+ B @ g ﬁ)
Solucidn:
(a) di (z7%%) = —0,33¢ %! = —0,33z "1
T

(b) %(—51’3) — (=5)(=3)r 3! = 157
() %(Ap“ + B) = Aap®™!

(d) d (i) — di(Am_l/z) — A <_l) m_l/z_l - _ém_:;/z = _—._A__
X

dz \\/z 2 2 2a+/z
Problemas

1 Calcular las derivadas de las funciones siguientes:

(@) y=5 (b) y=2* () y=9z" @ y=n
2 Supongamos que conocemos g'{z). Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

| g9(z) —5

(@) 2g(z)+3 (b) —¢9(z)+8 © =—3—
3 Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

(a) z° (b) 3z (c) =*° (d) —4z™’

z? 2 3 2
© 3 ® - © 7= 0 =

4 Hallar las derivadas siguientes:
d d d 1
— (4 2 b - b4+1 . _ -
@) - (4rr) ) g (44 © dA(AZ\/Z)
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5 Explicar por qué
@) — tim 18 =@

z—a r—a

Usar esta ecuacién para calcular f'(a) cuando f(z) = 22,

6 Para cada una de las funciones siguientes, hallar una funcién F(z) que tenga a f(z) como derivada.
(Nétese que no se pide f'(z).)

(a) f(z)=2? (b) f(z)=2x+3 () flzy=2% (a#-1)
Problemas avanzados

7 Los limites siguientes estdn escritos en la forma limp_,[f(a + h) — f(a)]/h. Usar el conocimiento de
derivadas que se tenga para hallar los limites.

. (54+h)2-52 (s+ 1 =1 . S5z +h)?+10—52*—10
@ Jim BT @ g h

4.6 DERIVACION DE SUMAS, PRODUCTOS Y COCIENTES

Si conocemos f'(z) y g'(x), icudles son las derivadas de f(z) + g(z), f(z) — g(x), f(z) - g(x)
y f(z)/g(z)? Probablemente el lector se hard una idea clara de cuéles son las dos primeras, pero
esto es menos probable en el caso de las dos dltimas (a menos que ya se sepan las respuestas).

Sumas y diferencias

Supongamos que f y ¢ son funciones definidas sobre un mismo conjunto A de nimeros reales. La
funcién F' definida por la férmula F'(x) = f(x) + g(x) se llama la suma de f y g y se escribe
F = f + g. La funcién G definida por G(x) = f(x) — g(zx) se llama la diferencia entre fy gy
se escribe G = f — g. Las reglas de derivaci6n siguientes son importantes.

Derivacion de sumas y diferencias
Si f y g son derivables en un punto , también lo son la suma F' = f + g y la diferencia

G=f—-gy
F(z) = f(z) + g(e) = F'(z) = f/(z) + ¢' () (4.25)

G(e) = f(a) — gla) = G'(2) = f'(2) — () (4.26)

Lo anterior se escribe asi en notacioén de Leibniz:
d d d
@) +9(@) = @)+ 1-9()

d
22 U@ 0@ = L)~ o
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Demostracién: Probemos (4.25). El cociente de Newton de F' es
Fle+h) - F) [fe+h) +g(@+h)] - [f(z)+g@)]
h h
flz+h)— (@)  g=z+h) —g()
h h

Cuando A — 0, las dos dltimas fracciones tienden a f'(x) y g¢’(x), respectivamente, y asi la suma de las
fracciones tiende a f'(z) + ¢’(x). Por tanto,

F'(w) = lim w

h—0 h

= f'(z) + ¢'(z)

La demostracién de (4.26) es semejante —solamente los signos cambian, de la manera obvia.

Ejemplo 4.14
Calcular

d . _,EIOO d e _,EIOO

— {3 - — {38 -

dz T 100 Y dz a: 100
Solucion:

d g T d e d [z 2 e
ety i Rl adl R R
dz (3“3 + 100) =)+ 2\ 100 4z +z

donde hemos usado (4.25) y resultados del Ejemplo 4.12. De manera anéloga,

Ejemplo 4.15
En el Ejemplo 4.5, hemos definido m(z) = R(z) — C(z) y asi (4.26) implica que 7'(z) =
R'(z) — C'(z). En patticular, 7'(z) = 0 cuando R'(z) = C'(z). En palabras: E! beneficio
marginal es 0 cuando el ingreso marginal es igual al coste marginal.

Se puede extender la regla (4.25) a la suma de un niimero arbitrario de términos:

La derivada de una suma es la suma de las derivadas:

d d d
@+t fal@) = @)+ + o fala)

Las reglas que se han dado previamente se pueden usar ahora para calcular la derivada de cualquier
polinomio.

Ejemplo 4.16
Hallar la derivada de un polinomio general de grado 7.

Solucion:
d

a;(anl'n + an_lz""l + e+ GQ.’L'Z + a1 + ao)

=napz" '+ (n— Dap_12" %+ - + 24,7 + ay



106

Capitulo 4 / Célculo diferencial de una variable

Normalmente no hay razén para emplear una férmula tan general porque es muy fécil aplic:
resultados anteriores a cada caso concreto.

Productos

Si f y g estdn definidas sobre un mismo conjunto A, la funcién F' definida por la férmula F'(z) -
f(z) - g(z) se llama el producto de f y g y escribimos F' = f-g (6 F = fg). Por ejempl
si f(z) = 2y g(z) = %, entonces (f - g)(z) = z®. En este caso, f'(z) = 1, ¢'(z) = 2z
(f - g)(z) = 3z%. Vemos, por tanto, que la derivada de (f - g)(z) no es igual a f'(z)-g'(z) = 22
La regla correcta para derivar un producto es algo mds complicada.

La derivada de un producto

Si f y g son derivables en el punto z, la funcién F' = f - g lo es también y (4.27

F(z) = f(z) - 9(z) = F'(z) = f'(z) - g(2) + f(z) - ¢/ ()

En palabras sencillas: La derivada de un producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera
por la segunda, mds la primera por la derivada de la segunda. La férmula es mds fécil de comprende;
que la frase.

En notacién de Leibniz, la regla del producto se expresa como:

d d d
/(@) 9(@)] = (@) - 9(@) + f(@) - - 9(a)
Antes de dar una demostracién de (4.27) ponemos dos ejemplos:

Ejemplo 4.17
Hallar /'(z) cuando h(z) = (2° — z) - (5z* + z?).

Solucién: Vemos que h(z) = f(z) - g(z) con f(z) = 2> — = y g(x) = 5z* + 2. En este
caso, f'(z) =3z? — 1y ¢'(z) = 202> + 2z. Asf

K(z) = f'(z)- g(z) + f(z) - ¢'(z)
= (32> —1) (5z* + 2?) + (2* — 1) - (202> + 22)

Usualmente (pero no siempre), se puede simplificar la respuesta, desarrollando el resultado, parz
obtener un polinomio. Un célculo sencillo da

B (z) = 3525 — 20z* — 32”
Se puede operar de otra manera: desarrollando primero y luego derivando. Asi

h(z) = (&* — 2)(52° + 2°) = 527 — 42° — 2’

\

y la derivada de este polinomio nos da la misma respuesta que antes.

Ejemplo 4.18
Pondremos un ejemplo de la regla de derivacién de un producto considerando la extraccién de

petr6leo de un pozo. Supongamos que la cantidad de petrleo que se extrae por unidad de
tiempo y el precio unitario cambian con el tiempo £. Definimos

z(t) = tasa de extraccién en barriles al dia en el instante ¢ (1)
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p(t) = precio en d6lares por barril en el instante ¢ (2)
Entonces obtenemos una expresion para el ingreso en délares por dia, que es la siguiente:
R(t) = p(t)z(t) (3)
Segiin la regla del producto (recordando que se usan a menudo “puntos” para indicar derivacién
con respecto al tiempo), ]
R(t) = p(t)=(t) + p(t)£(t) (4)

Se puede interpretar como sigue el miembro de la derecha de (4). Supongamos que p(t) y
z(t) crecen con el tiempo por la inflacién y porque la compaiifa petrolera propietaria del pozo
aumenta la capacidad del equipo de extraccién. Entonces E(t) crece por dos razones. Prime-
ramente, 12(f) aumenta porque el precio lo hace. Este aumento es proporcional a la cantidad
extraida z(t) y es igual a p(t)x(t). También R(t) crece porque la extraccién aumenta. Su
contribucién a la tasa de variacién de R(t) debe ser proporcional al precio y es igual a p(t)#(2).
La ecuacién (4) expresa el simple hecho de que R(t), la tasa total de variacién de E(t), es la
suma de esas dos partes.

Nétese también que la tasa proporcional de crecimiento del ingreso se calcula dividiendo
(4) por (3), obteniéndose

' R pzx+pz p N &

R pr p =
En palabras: la tasa proporcional de crecimiento del ingreso es la suma de las tasas proporcionales
de variacién de precio y cantidad.

Acabamos de ver cémo derivar productos de dos funciones. ;Qué ocurre con los productos de
més de dos funciones? Por ejemplo, supongamos que

y = f(z)g9(z)h(z)

¢Qué es y'? Generalizamos la técnica anterior partiendo de la expresién y = [f(z)g(z)]h(z). La
regla del producto da

y' = [f(@)g()] h(z) + [f(z)g(2)] K (x)
= [f(2)9(z) + f(2)g' ()] h(z) + f(z)g(z)W(z)
= f'(x)g9(@)h(z) + f(2)g'(x)h(z) + f(2)g(z)N'(z)

Si ninguna de las tres funciones es igual a 0, podemos escribir el resultado de la manera siguiente:

(fghY _ £ d W

fgh — f g h

Por analogfa, es fécil escribir la derivada del producto de n funciones.

Demostracion de (4.27):
Supongamos que f y g son derivables en z, luego que los dos cocientes de Newton
flz+h) — (=) y gz +h) —g(z) M
h h

tienden a los limites f'(z) y ¢’(x), respectivamente, cuando h tiende a 0. Tenemos que probar que el cociente

de Newton de F tiende también a un limite, que es f'(z)g(z) + f(z)g' (). El cociente de Newton de F' es
F@+h) - F) _ fz+hg(z+h) - f(z)g9(x) @

h . h '
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Para poder seguir tenemos que transformar la expresion anterior, de tal manera que aparezcan los cocxente
de Newton de f y g.
Usamos un artificio: El numerador del miembro de la derecha de (2) no cambia si se le suma y rest:
f(z)g(z + h). Por tanto, con una reordenacion conveniente de los términos, se tiene
Flz+h)—F(z) flx+hgx+h) - f@)g9(@+h)+ f(z)g(z +h) — f(z)g(x)

h | h
:[ﬂz+m—qu

3

J

g{z + h) — g(x)
h

mz+m+fwﬂ 2

Cuando h tiende a 0, los dos cocientes de Newton entre corchetes tienden a f'(z) y ¢'(z), respectiva-
mente. Para h # 0 podemos escribir g(z + h) en la forma,

gz +h) - g(w)]

g(z+h)=[ b

h+ g(z)

que tiende ¢'(z) - 0 + g(z) = g(z) cuando h tiende a 0. De aqui se deduce que el cociente de Newton de F
en (3) tiende a f'(x)g(x) + f(z)g'(x) cuando h tiende a 0.

Cocientes

Sean f y g funciones derivables en z y escribamos F'(x z)/g(z). Naturalmente, suponemos
que g(z) # O, luego que F esta definida en z. La funmon F se llama el cociente de f y g
y se escribe F' = f/g. Queremos encontrar una férmula para F’(z). Si nos acordamos de la
complicacién de la féormula de la derivada de un producto, deberiamos ser reacios a tratar de dar una
intuicién rdpida de c6mo es la férmula de F'(z).

De hecho, es muy facil hallar la férmula de F'(z) si suponemos que F(z) es derivable. Como
F(z) = f(z)/g(zx) implica que f(z) = F(x)g(z), la regla del producto da

f'(z) = F'(z) - g(a) + F(2) - ¢'(2)

Resolviendo esta ecuaci6n en F' '(:v) en términos de las otras funciones, se obtiene
g(-’v) g(-’v)
Multiplicando numerador y denominador de la dltima fraccién por g(z) da
Pi(a) - £ @86) - f@d @)
[9(2)]

El teorema se puede enunciar formalmente asi:

La derivada de un cociente
Si f y g son derivables en 'y g(z) # 0, entonces F' = f/g es derivable en z, y

Pla)= 19 — prizy = L@ '9(‘?;(;){2(””) g()

(4.28)

9(z)

En palabras: La derivada de un cociente es igual a la derivada del numerador por el denominador
menos el numerador por la derivada del denominador dividido por el denominador al cuadrado. (Para
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probar que F' es derivable en z, bajo las hipétesis anteriores, hay que estudiar el cociente de Newton
de I’ como hicimos en la regla del producto, véase Problema 12). Con notacién mds sencilla se

tiene , , ,

( f ) _flg—1fg

g g’

Nota: En la férmula del producto, las dos funciones aparecen simétricamente, luego es muy fécil
de recordar. En cambio, en la férmula de la derivada de un cociente, las expresiones del numerador
deben estar en el orden adecuado. La siguiente sugerencia sirve para comprobar que se ha escrito la
férmula correctamente. Escribase la férmula que se cree correcta. Considérese el caso en que g = 1.
Entonces ¢’ = 0 y la férmula escrita deberia dar f’. Si se obtiene — f’, hay que cambiar de signo
al numerador.

Ejemplo 4.19
Calcular F'(z) y F'(4) cuando F(z) = 3z — 5)/(z — 2).

Solucién: Aplicamos (4.28) con f(z) = 3z — 5y g(x) = = — 2. Entonces, f'(z) =3y
g'(x) = 1. Asi obtenemos, para = # 2:

___3~(x——2)—'(3x—5)-1.

FI
() (x —2)?
_3r—-6—-3x+5 1
o (@-2?2 0 (z-2pP
Para F'(4), ponemos = = 4 en la férmula de F'(x) y asi se obtiene F'(4) = —1/(4 — 2)? =
—1/4.
Ejemplo 4.20

Sea C'(Q) el coste total de producir () unidades de un bien (véase Ejemplo 3.3.) La cantidad
C(Q)/Q se llama el coste medio de producir () unidades. Hallar la expresién de

d

@[C(Q)/Q]
Solucion:
4 [C@]_QCQ-CQ _ 1 [ CQ
ol e regle@-F

Nétese que, para niveles positivos de la produccién @, el coste marginal C'(Q) es mayor que
el coste medio C(Q)/Q si y s6lo si la tasa de variacién del coste medio es positiva. (De
manera analoga, si un equipo de baloncesto ficha a un nuevo jugador, la altura media del equipo
aumenta si y s6lo si la altura del nuevo jugador excede de la media anterior.)

La férmula de 1a derivada de un cociente es mds ficil de entender si consideramos tasas propor-
cionales de variacién (véase (4.11).) Usando (4.28), un calculo sencillo prueba que
T F'(z "(z "(z
F(x):f()=> (z) _flx) g2 (4.29)
9(z) Fz)  fx) g(=)
La tasa proporcional de variacién de un cociente es igual a la tasa proporcional de variacion del nu-
merador menos la del denominador.
Una aplicacién econémica de la regla (4.29) es como sigue. Sea W (%) la tasa nominal de
salario y P(t) el fndice de precios en el instante . Entonces w(t) = W (t)/P(t) se llama tasa de
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salario real. Segin {(4.29),
wt) W) P
wt) W) P@)

La tasa proporcional de variacién del salario real es igual a la diferencia entre las tasas proporcionales
de variacién del salario nominal y del indice de precios. Asi, si el salario nominal aumenta un 5%
anual pero los precios lo hacen en un 6%, entonces el salario real disminuye un 1%. (Recuérdese de

la Secci6n 4.3 que éstas son tasas proporcionales de variacién.)

Problemas
En los problemas 1-4, derivar las funciones que se indican.
1@ z+1 b z+z? (c) 32° +22*+5
12
(d) 8z*+2z (e) iz -—iz*+5s° # 1-327

2@ oV 0 e @ (1)@

3@ o B @ VE @ o5 @
VT -2 (z+ 1)z —1) 1 1
4 (a) \/{E-{» (b) m (C) (3.’17 + 1) (_1!—2 + ;)
2 _ 2 —_
(@ 22+: © ;ii:: ® % %(L:)“”_z)

5 Si D(P) designa la demanda de un producto cuando el precio unitario es P, entonces la funcién de

ingresos R(P) viene dada por R(P) = PD(P). Hallar la expresién de R'(P).

6 Para cada una de las siguientes funciones, determinar el(los) valor(es) de x para

los que f'(z) = 0.

(a) f(z)=32*—12z+13 (b) f(z)= 3(z*— 62?)
2z R
= d r) =
© @ =3 @ 1@ =377
-7 Hallar las ecuaciones de las tangentes a las grificas de las siguientes funciones en los puntos que se
indican:
(a) 3—z-r enz=1 (b) Tl 1
a =3—-z—z"enzx= =———enzx=
y : y 2+ 1
1 zt+1
= —_ 1 .’E2 -1 rz=2 d = =20
) y <m2+ )( ) en @ y Fih)Esd ™
8 Derivar las siguientes funciones de t:
at+ b 1
b o (avi+ ) L
(@) ct+d (®) Vit (©) at? + bt + ¢

9 Calcular lo siguiente:

d (Ap*+B d (y*+2 d
o 5 (&) ® 5 (%) @ &

1- f(a:))
1+ f(x)
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10 Si f(z) = /=, entonces f(z) - f(x) = z. Usar la regla del producto para hallar una férmula de f'(z).
Comparar esto con el resultado del Problema 8 de la Seccién 4.2.

11 Demostrar la regla de la potencia (4.24) para a = —n, donde n es un ndmero natural, usando la relacién
f(z) =27™ =1/2™ y laregla (4.28) del cociente.

Problemas avanzados

12 Sea F(x) = f(z)/g(x). Escribir el cociente de Newton de F' y probar que tiende a la derivada F'(z)
dada por la férmula (4.28). Indicacién: El cociente de Newton de F' es igual a
1 f@+h) - f(@ g+ h) - gl
o(@) ) iy Z2 M =9
g(x)g(z + k) h h

Usar la misma idea que en la demostracién de (4.27).

4.7 DERIVADAS DE SEGUNDO ORDEN Y DE ORDEN SUPERIOR

Se suele llamar derivada primera de f a la derivada de una funcién f. Si f’ es también derivable,
podemos derivarla a su vez. De hecho, llamamos a (f’)’ la derivada segunda de f. Escribimos f”
en lugar de (f')’ y usamos f”(z) para designar a la derivada segunda de f evaluada en el punto z.

Ejemplo 4.21
Hallar f'(z)y f”(z) cuando f(z) = 2z° — 3z + 2z. .

Solucién: Usando las reglas para derivar polinomios,-derivamos primero 2x° — 3z + 2z, obte-
niéndose
f'(z) = 10z* — 922 4+ 2

Luego derivamos 10z* — 922 + 2 para obtener
f(z) = 402> — 182

Las diferentes formas de notacién para la derivada segunda son andlogas a las de la derivada pri-
mera. Por ejemplo, escribimos ¢y’ = f”(x) para designar a la derivada segunda de y = f(z).
También se usa la notacién de Leibniz para la derivada segunda. En la notacién dy/dz 6
df (z)/dz para la primera derivada habfamos interpretado el simbolo d/dz como un operador
que indica que hay que derivar lo que sigue respecto de . La derivada segunda se obtiene

usando el operador d/ dzx dos veces f"(z) = (d/dz)(d/dz) f(z). Esto se interpreta, normal-
mente, como f”(z) = (d/dz)f(z) y asi escnblmos
& f(z) _dy
" — — 2 d 2 2 n — d2
@ =D _apejar 6 -y

Péngase mucha atencién en dénde se coloca el superindice 2.
Desde luego, la notacién para la derivada segunda debe cambiar si la variable tiene otro
nombre.

Ejemplo 4.22
(a) Hallar Y" si Y = AK% es func1on de K (K > 0) y A, a son constantes.

(b) Hallar d?L/dt*si L=1t/(t+ 1)yt > 0.

Solucién:
(a) Derivando Y = AK® con respecto a K da

Y' = AaK*!
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Derivando otra vez con respecto a K produce
Y" = Aa(a — 1)K* 2

(b) Usamos la regla del cociente para calcular la derivada primera:

dL d ( t 1-(t4+1)—t-1 1
E:E(t+1>= t+12  fi2+1
Usando de nuevo la regla del cociente obtenemos
d’L  0-(+2t+1)—1-2t+2) =2(t+1) 1
ar (£ + 2t + 1)? T+t T Tty

Mais adelante daremos a las dos primeras derivadas interpretaciones geométricas y econémicas
importantes. No hay interpretaciones tan simples para las derivadas de orden superior, pero se usan
de vez en cuando.

Derivadas de orden superior

La derivada de.y” = f”(z) se llama la derivada tercera y usamos la notacién y”’ = f"”(x) para
ella. Como notacidn, es farragoso continuar usando primas para indicar derivacién, luego la derivada
cuarta se designa usualmente por y*) = f*(z) (debemos poner entre paréntesis el nimero 4 para
que no se confunda con y*, la cuarta potencia de y). Se puede denotar la misma derivada por
d*y/dz*. En general,

y™ = f™(z) 6  d"y/dz"™ designa la derivada n-ésima de f en z
El nimero n se llama el orden de la derivada. Por ejemplo, f(®(z,) designa a la derivada sexta
de f, evaluada en xg, que se calcula derivando seis veces.
Ejemplo 4.23
Calcular todas las derivadas, hasta el orden 4 inclusive, de
f(z)=3z""'+ 6z - 2° (z #0)
Solucién: Derivando sucesivamente se tiene
fl(x)= 3272 +182% - 2z
f(z) = 627> 4 36x — 2
f™(z) = -18z* + 36
f@ (x) = 72z~°

De la misma manera que una funcién no tiene por qué ser derivable en gy, no tiene por qué
existir en T, una derivada de orden superior. Si existen todas las derivadas f'(xo), f" (o),
covy F™(zq) diremos que f es derivable n veces en xo. Si f™(x) es continua, entonces
se dice que f es continuamente derivable hasta el orden n en Ty —o, mds brevemente, una
funcién C" en x,.

Ejemplo 4.24
Derivar f(x) = 3z'!/? cuatro veces.
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Solucion:

f(z) = 11283

f"(z) = (88/3)2°°

f" (@) = (40/9)a*"
) =

@) = (880/27)z /3

Notese que f(0) = f"(0) = f"(0) = 0, pero f*(0) no existe. Por tanto, f es derivable tres
veces en todo punto, pero no es derivable cuatro veces en el 0.

Problemas
1 Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
5 4 z
=z =3z +2 b =z =
(2) ¥ | (b) y=+vz © y=—7
2 Hallar d*y/dz? cuando y = 2% 4+ 2.
3 Calcular lo siguiente:
(a) y" paray =32>42z -1 (b) Y paraY =1—22*+ 62’
(c) d’z/dt’ para z = 120t — (1/3)¢® (d) f9Q1) para f(z) = 100z~*

4 Hallar ¢"”(2) cuando g(t) = t*/(t — 1).
5 Hallar férmulas para y” e y"’ donde y = f(z)g(x).

6 Si n es un nimero natural, definamos n! (leido “n factorial”) por la relacién
n=1.2.3.---(n—-1)-n
Por ejemplo, 5! =1:2-3-4.5 = 120. Probar, usando induccién matemdtica, que

y=z" = y™ =n!

Problemas avanzados

7 Hallar una funcién que sea derivable cinco veces, pero no seis en £ = 0. (Indicacién: véase el Ejem-
plo 4.24.)
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Mas sobre derivacion

Aunque pueda parecer paraddjico, toda la ciencic
estd dominada por la idea de aproximacion
—-Bertrand Russel

En este capitulo se estudian las técnicas de derivacién que mds se usan. Se empieza con la regla
generalizada de la potencia y luego se estudia la regla de la cadena, que es enormemente til. En
muchos modelos econémicos se definen funciones implicitamente mediante una ecuacion o mas. En
algunos casos sencillos, pero econdmicamente relevantes, ensefiamos a calcular las derivadas de estas
funciones. Después tratamos las diferenciales y las aproximaciones lineales, cuadriticas o de orden
superior, que aparecen en muchas aplicaciones matemaéticas o econdémicas. Se termina el capitulo
con una discusién del concepto econdémico de elasticidad, que es muy importante.

51 LA REGLA GENERALIZADA DE LA POTENCIA

A menudo es necesario derivar expresiones del tipo

y = [g(=)]*

donde ¢ es una funcién derivable y a es una constante. Si @ = 1, la derivada es ¢'(z). Si a = 2,
podemos usar la regla del producto como sigue:

y=[9(®@)])* = g(2) - g(x) = ¢ = ¢'(2) - 9(z) + g(2) - ¢'(x) = 29(2) - ¢'(2)

Para a = 3, podemos combinar el resultado anterior con la regla de! producto, como sigue:

y=[9(@)’ = [g@)] 9(2) = ¥ =2[g(2) - ¢'@)] - 9(@) + [9(®)]" - ()
=3[g(@)]* - ¢'(2)

Vea el lector si puede encontrar un patrén. En general, tenemos la regla siguiente (donde a es un
niimero real arbitrario):

114
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La regla generalizada de la potencia

y=[g@)]" =y -g'(x) (5.1)

Fijese bien el lector en esta férmula importante. Si g(x) = z, entonces ¢’'(z) = 1y (5.1) se reduce
ay = z% = ¢y = az®!, que es la regla de la potencia de la Seccién 4.5. En la Seccién 5.2 se
probara una generalizacién de (5.1). Mientras tanto, el estudiante despierto puede tratar de probar
(5.1) por induccién matemética en el caso en que a sea un nimero natural (véase Problema 10).

Ejemplo 5.1
Derivar las funciones:

_ 1/3
@y=@+)° (b)) y= ("’;+;) © y=vail

Solucion: La clave para aplicar la regla generalizada de la potencia es determinar c6mo la
funcién dada se puede expresar como una potencia. En el primer problema esto es bien obvio:

(a) y = (¢ + 22)* = [g(x)]* donde g(x) = #® + z?. Derivando directamente se obtiene
g'(x) = 32% 4 2z y asf la férmula (5.1) da

y' = 50[g(z)] g (x) = 50(z* + £*)* (32 + 2z)
(b) Aqui también es obvio c6mo aplicar (5.1):

ve (i;;)lh = [9@)]"”

50-1

donde g(z) = (x — 1)/(x + 3). En este caso, la regla del cociente implica que
p 1-(x+3)—(x—-1)-1 4
g (x) = > = >
(x+3) (x+3)

Por tanto, (5.1) da

9@ ¢') = 5 (

(c) Aqui observamos primero que ¥ = Vz2+1 = (2% + 1)1/ 2. Por tanto se tiene y =
[g(m)]l/z, donde g(x) = x% + 1. Asi,
1 _ T
r_ /2= g\ _ 2 —~1/2 _
= —|g(z ‘g (x)==(x"+1 2T = —V——
y 2[g( )] g (x)=5( ) o

La regla generalizada de la potencia se puede formular, en notacién de Leibniz asi:

!

’y:

p— = —(x+3)"* -1

(+3? 3

1 m—1>—2/3 4 4
3 (

La regla generalizada de la potencia (notacion de Leibniz)
Si u = g(z) es una funcién de z, entonces
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A menudo hay que combinar la regla generalizada de la potencia con las otras reglas de derivacién
estudiadas anteriormente. Damos un ejemplo tomado de la economia.

Ejemplo 5.2
Supongamos que la relacion entre la renta bruta Y y el total del impuesto I" sobre la renta
para los contribuyentes con renta entre 80.000$ y 120.000$ estd dada por la ecuacién

T=a(bY +c) + kY (¥)
donde a, b, ¢, p y k son constantes positivas.

(a) Hallar una expresién del tipo marginal del impuesto, dT'/dY .
(b) Un estudio empirico dedujo las siguientes estimaciones de las constantes en ():

a=0000338, b=081, c=6467, p=161, k=0053
Usar esos nimeros para hallar los valores de T'y dT'/dY cuando Y = 100.000.

Solucioén:
(a) Sea 2 = (bY + ¢)P = u? donde u = bY + c. Entonces (5.2) da
dz u
el p—1 " — p—1
' 7y — PU iy p(bY +c)P7'b
Puesto que T' = az + kY, derivando (*) se obtiene
dr dz
kel el — p—1
v = %9y +k=apb(dY + )P + k

(b) Tenemos

T = 0,000338(0,81 - 100.000 + 6.467)5! + 0,053 - 100.000 = 35.869,33

y
T 0,61
v - 0,000338 - 0,81 - 1,61 - (0,81 - 100.000 + 6.467)"" + 0,053 =~ 0,51
Asi, el tipo marginal del impuesto sobre una renta de 100.000$ es aproximadamente del
51%.

Problemas

1 Calcular f'(z) cuando f(z) = (3x%+1)? (a) desarrollando el cuadrado primero y derivando después; (b)
usando (5.1). Comparar las respuestas.

2 Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

(a) 2z + 1)3 b) (1-— z)5 (c) (12 — 2z + 2)2
5
(d) (”’—“L} (e) (3z—4)7" () @z*+3z—4)"?

3 Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

1/2
(a) (1+z)/? b VP11 © (2::_4—11)
@ (1-zhH® € *Vi—z 6 Vitz-Vi-=z

4 Hallar las derivadas de las siguientes funciones de ¢ (a, b y n constantes):
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a b a+l1
(@) (a+1)"3 (®) (at +b) ©) ( tnj )
5 Si f es derivable en x, hallar las derivadas de las funciones siguientes:
(a) 2+ f(z) ) [f@)] -z © @)
@) @*f(z)+[f@)] () zf(z) ® V) _
z? [f @) . s,
® 70 (0 L5 @) {f@+[f@)] + 2}

6 Seax = (Ap+ B)" y p = at® + bt + c. Hallar dz/dt.

7 Hallar dy/dv cuando y = A(av? + b)1.

Problemas avanzados

8 Supongamos que se ha probado (5.1) para todo nimero natural a. Probar que (5.1) es también cierta

cuando @ = —n, siendo 7 un nimero natural. (Indicacién: Hagase y = [g(z)]” " =1 /[g(@)]" y usese
la regla del cociente.)

9 Sean a, b, m, n nimeros fijos, donde @ < b y m, n son positivos. Se define la funcién f por f(z) =
(z —a)™ - (z — b)™, para todo z. Hallar una solucién z, de la ecuacién f'(z) = 0 que esté entre a y b.

10 Probar por induccién que (5.1) se verifica para todo nimero natural a.

11 Probar que

% [f@]™ [g@)" = [mf'(2)g(z) + nf(z)g'(@)] If (@)™ [g(x)""

(Quéseobtienesim=n=1? ;Ysim=-n=1?

5.2 FUNCIONES COMPUESTAS Y REGLA DE LA CADENA

Si y es una funcién de u y u es una funcién de x, entonces y es una funcién de x. En este caso,
se dice que y es una funcién compuesta de . (En la seccién anterior hemos estudiado el caso
particular en que y era u®.) Supongamos que = varia. Esto producird una variacién de w y, por
tanto, de y. Por consiguiente, una variacién de = produce una “reaccién en cadena”. Si sabemos las
tasas de variacién du/dz y dy/du, ;cudl es la tasa de variacién dy/dz? Se tiene que la relacién
entre esas tasas de variacién es sencillamente:

La regla de la cadena

dy dy du
E — E N E (5.3)

Una formulacién algo mdés detallada de la regla dice que si y es una funcion de u, derivable, y si u es
una funcion de x, también derivable, entonces y es una funcién derivable de x, y se verifica (5.3).

La regla de la cadena es una generalizacién ulterior de la regla generalizada de la potencia que
estudiamos en la Seccién anterior. En el caso particular en que y = u®, se tiene dy/du = au®"'y,
sustituyendo esta expresién en (5.3), se obtiene la férmula (5.2).
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Es muy fécil recordar la regla de la cadena cuando se usa la notacién de Leibniz. El miembro
de la izquierda de (5.3) es el resultado que obtendriamos si “simplificiramos por” du a la derecha.
Desde luego, puesto que dy/du y du/dz no son fracciones (sino meramente simbolos de derivadas)
y du no es un mimero, no tiene sentido simplificar por &l.

Cuando interpretamos las derivadas de (5.3) como tasas de variacién, la regla de la cadena se
torna algo intuitivo, como se ve en el siguiente ejemplo tomado de la economia.

Ejemplo 5.3
La demanda = de un bien depende de su precio p. Supongamos que el precio p no es constante,
sino que depende del tiempo t. Entonces = es una funcién compuesta de ¢ y, segin la regla de
la cadena, 4 I 4
T T dp

S (*)

dt dp dt
Supongamos, por ejemplo, que la demanda de mantequilla baja 5.000 kilos si el precio sube 1$
por kilo. Asi, dz/dp =~ —5.000. Supongamos ademds que el precio por kilo sube 0,05$ por
semana, luego dp/dt =~ 0,05. ;Cuénto disminuye la demanda en kilos por semana?
Solucién: Puesto que el precio por kilo aumenta $0,05 por semana y la demanda desciende
5.000 kilos por cada délar de aumento del precio, la demanda disminuird en 5.000- 0,05 ~ 250
kilos por.semana. Esto significa que dz/dt =~ —250 (medida en kilos por semana). Nétese
c6mo este razonamiento confirma (*) “grosso-modo”.

La regla de la cadena es muy potente. Para adquirir soltura al aplicarla hay que tener mucha

practica.
Ejemplo 5.4
(a) Hallar dy/dz siy=u’ yu =1—z°
(b) Hallar dy/dz si
_ 10
v= (z? + 4z + 5)7
Solucion:
(a) Se puede usar directamente (5.3). Puesto que dy/du = 5u* y du/dz = —3z?, se tiene
d dy du
ﬁ - ﬁ- == = 5u(=32%) = —Isa%u’ = —150%(1 — 2?)"

(b) En este caso no es obvio inmediatamente cémo aplicar la regla de la cadena. Sin embargo,
escribiendo ¥ en la forma y = 10(z? + 4z + 5)~, podemos poner

y=10u"’

conu = x% + 4z + 5. Asi,

dy -7-1 -8 du
— = 10(-7\u = ~70u R — =2r+4
du =7 y dz +
Por tanto, usando (5.3) se obtiene
dy dy du ’ 8 ' 2 8
— == —=-T70u"" -2z +4) = —140(x + 2 +4z+5
= (22 +4) = ~140(z +2)/ (e )
Nota 1: Con un poco de entrenamiento, el paso intermedio es innecesario. Por ejemplo, para derivar
—(1=g%)
y=(1-2)

u



H

0000 am
0000 am
DOOD g
[ [ ]]

Sec. 5.2/ Funciones compuestas y regla de la cadena 119

podemos imaginar y como y = u>, donde u = 1—x>. Asi podemos derivar u° y 1—z* mentalmente
y escribir inmediatamente y' = 5(1 — 2*)*(—32?).

Nota 2: Por supuesto, siempre se podria derivar y = z°/5 por la regla del cociente, mejor que
escribir y como y = (1/5)z> para obtener y' = (1/5)5z* = z*. Por supuesto, este dltimo método es
mas fécil. De la misma manera, es innecesariamente farragoso derivar la funcién del Ejemplo 5.4(b)
por la regla del cociente. La regla de la cadena es mucho mds eficaz.

El ejemplo siguiente muestra un caso en que la regla de la cadena se usa varias veces.

Ejemplo 5.5

Hallar 2/(t) para z(t) = 5 (1+ V& +1 )

Solucién: El paso inicial es ficil: Ponemos z(t) = 5u?, con u = 1 + v/t> + 1. Asf tenemos
du

(1)
dt

La novedad de este ejemplo es que no podemos calcular inmediatamente du/dt. Este célculo

requiere aplicar la regla de la cadena otra vez. Escribamos u = 1+ /v = 1+ v'/2, donde
v = t> + 1. Entonces

d 24
o'(t) =5 - 25u% = = 125u

dt 2 dt 2
De (1) y (2), se obtiene finalmente

N 24
g(t)=125(1+VBF1) - L+ 172382

Supongamos, como en el Gltimo ejemplo, que x es funcién de u, u es funcién de v, y v es
funcién de {. Entonces x es una funcién compuesta de ¢ y, en este caso, se puede usar la regla de la
cadena dos veces, obteniéndose

du = 11,(1/2)—1 v _ lv—l/Z D382 = %(t3 +1)7V2. 382 (2)

dr dx du dv

E du dv dt

Esta es justamente la férmula que hemos usado en el iltimo ejemplo. La notacién es de nuevo
intuitiva, porque el miembro de la izquierda es igual a lo que se obtiene “simplificando” por du y
dv a la derecha.

Una formulacidn alternativa de la regla de la cadena

Aunque la notacién de Leibniz permite recordar facilmente la regla de la cadena, tiene el defecto de
que no especifica dénde se evaliia cada derivada. Esto se remedia introduciendo nombres para las
funciones. Sea y = f(u) y u = g(x); podemos escribir ¥ en la. forma

y = f(g(x))

Nétese que, para calcular f(g(z)), se halla primero g(x) y después, se aplica f al resultado. Asi
diremos que tenemos una funcién compuesta, donde g(x) es el nicleo y f la funcién exterior.

La mayoria de las calculadoras cientificas vienen con varias funciones ya implementadas. Si
introducimos un ndmero o y apretamos la tecla de la funcién f obtenemos f(z,). Cuando calcu-
lamos una funcién compuesta de fy g, y tratamos de obtener el valor de f(g(z)), se procede de
forma anéloga: se introduce el mimero xo, se pulsa la tecla de g para obtener g(xo) y luego se pulsa

la tecla de f para obtener f(g(zo)). Supongamos que la calculadora tiene las funciones m y
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\/z | Introducimos el nimero 9, luego pulsamos la tecla {1/ |seguida de | v/x |y obtenemos
1/3 =0,33.... El cilculo efectuado es como sigue: '

1/x VT
9 — 1/9 — 1/3

Usando notacién funcional, f(z) = /x y g(z) = 1/, luego f(g(z)) = f(1/z) = /1/z =
1/+/z. En particular, f(g(9)) = 1/+/9 = 1/3.

La regla de la cadena

Si g es derivable en Zo y f es derivable en ug = g(o), entonces F(z) = f(g(z)) es
derivable en zy y

F'(z0) = f'(g(20))g' (z0) (54)

Dicho en palabras: para derivar una funcion compuesta, derivese primero la funcién exterior y susti-
tiiyase en esta derivada el valor del niicleo. Multipliquese todo por la derivada del niicleo.

Es importante observar que las derivadas f' y g’ de la férmula (5.4) se evalian en puntos
distintos: g’ se evalda en Ty, mientras que f’ se evalda en g(zo).

Ejemplo 5.6
Hallar la derivada de F(z) = f(g(z)) enzp = —3 si f(u) =4’y g(z) =2 — 2.

Solucién: En este caso, f'(u) = 3u’y ¢'(x) = —2z. Asi (54) da

F'(=3) = f'(g(-3)) 4'(-3)

Ahora bien, g(~3) =2~ (=3)* =2-9 = ~17,¢(-3) =6y f(g9(-3)) = f'(-7) =
3(—7)2 = 3- 49 = 147. Por tanto F'(—3) = f'(g(-3)) ¢'(—3) = 147 - 6 = 882.

Nota: La funcién que lleva z sobre f(g(x)) se designa por fog,y se lee “f de g” o “f compuesta
con g”. Correspondientemente, g © f designa la funcién que lleva x sobre g( f(x)). Asi se tiene

(feg)(@)=flg() vy (90 =g(f(x))

En general, f c gy g o f son funciones completamente diferentes. Por ejemplo, para las funciones
del Ejemplo 5.6 se tiene (f o g)(x) = (2 — x?)°, mientras que (go f)(z) =2— (@*)? =2—12%,y
los dos polinomios son distintos.

Es facil confundir f o g con. f - g, especialmente en la tipografia. Sin embargo, estas dos
funciones estdn definidas de manera completamente distinta. Cuando evaluamos f o g en z, calcu-
lamos primero g(x) y luego evaluamos f en g(z). Por otra parte, el producto f-gde fy gesla
funcién cuyo valor en un nimero particular = es sencillamente el producto de f(x) y g(x), luego
(f - 9)(z) = f(=) - g().

Demostracion de la regla de la cadena:

Para hallar la derivada de F(z) = f(g(z)) en = = x,, debemos considerar el limite del siguiente cociente
de Newton cuando h tiende a 0: .
F(zo +h) — F(xo) _ flg(zo + h)) — flg(z0))

N = h = h
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La variacién de = desde x, hasta xy+ h origina que el valor de g cambie en la cantidad k-= g(xo+h) — g(xo).
Cuando h tiende a 0, también k = {[g(xo + h) — g(zo)]/h} - h tiende a ¢'(zp) - 0 = 0. Supongamos que
k # 0 cuando h # 0 es lo suficientemente pequefio. Puesto que g(xo + h) = g(xo) + k, podemos escribir el
cociente de Newton en la forma

N = f9@) +k) — flg@o)) k _ flg(@o) +k) — F(g(@0) 9(To+h)— g(o)

k h k h
Cuando & — O también k — 0 y las dos fracciones tltimas tienden a f'(g(xo)) y ¢'(x,), respectivamente.
Esto prueba nuestra férmula.
Como no podemos dividir por 0, el razonamiento falla si g(zo + h) = (), para valores de h arbitraria-
mente pequefios, porque entonces k = 0. Para tratar este caso necesitamos una demostracién mas complicada.

Problemas

1 Usar la regla de la cadena (5.3) para hallar dy/dz en los casos siguientes:

(a) y=>5u’ y u=1+z? ®b) y=u—ut y u=—+1
T

2 Calcular lo siguiente:
(a) dY/dtparaY = =3(V+1)0°yV =1
(b) dK/dt para K = AL*y L = bt + ¢ (A, a, b y ¢ son constantes positivas).

3 Hallar las derivadas de las funciones siguientes, donde @, p, ¢, b son constantes:

® V-G @ usyEeVEevE @ voetGe e

4 Si Y es funcién de K y K funcién de ¢, hallar la férmula de la derivada de Y respecto a t en t = .
58iY = F(K)y K = h(t), hallar 1a férmula de dY/dt.

6 Hallar dz/dp para la funcién de demanda
z=b—-+/ap—c (a,/by cson constantes positivas)
donde z es el nimero de unidades demandadas y p es el precio unitario, con p > ¢/a.

7 Si h(z) = f(z?), hallar }/(z).

8 Sea s(t) la distancia en kilémetros que recorre un automévil en ¢ horas. Sea B(s) el nimero de litros de
combustible que gasta el automévil para recorrer s kilémetros.

(a) Interpretar la funcién b(t) = B (s(2)).
(b) Hallar e interpretar la férmula de b’ (%).

9 Si a(t) y b(t) son funciones de t, derivables, y si A, &, 3 son constantes, hallar las expresiones de &/
donde:

a+f3 o
© == 4{la®]"+b®)’} @ == Ala®)® bE)

10 Supongamos que f(z) = 3z + 7. Hallar f (f(z)). Hallar z tal que f(f(z)) = 100.



122  Capftulo 5/ Mds sobre derivacion

11 Expresar (de una forma al menos) las siguientes funciones como composiciones de funciones més senci-
Ilas, y hallar A’(x) en cada caso:

() h(z)=(1+z+2")"/ (b) h(z) =1/(z"* +28)
1.31/2
12 Supongamos que C = 20g — 4q (25 - Ezc) , donde ¢ es constante y £ < 50. Hallar dC'/dz.

13 Derivar cada una de las funciones siguientes de dos formas distintas:
(a) y=(z*) =2 ) y=1 -2z =1-3z+322 -2’

14 Si p(z) = (z — a)’q(x) y q es derivable para z = a, demostrar que p’(a) = 0.
15 Si R=5% S=1+ (K", y K = AtP + B, hallar la expresién de dR/dt.

16 Si F(z) = f (z"g(z)), hallar F'(z).

5.3 DERIVACION IMPLICITA

Sabemos cémo derivar funciones dadas explicitamente por ciertas férmulas. Estudiamos ahora cémo
derivar funciones definidas implicitamente por una ecuacién.

Un ejemplo introductorio

En el Ejemplo 2.7 de la Seccion 2.3 estudiamos la siguiente ecuacion:

T y=2 (x>0, y>0) (%)

Nétese que y = 4siz =1, y=1sic=2,y=1/4sizx =4ey=1/9six = 6. En general,
para todo nimero positivo Z, existe un dnico nimero y tal que el par (x,y) verifica la ecuacién.
En este caso decimos que la ecuacion (*) define a y como funcién implicita de x. La grifica de la
ecuacion (¥), que es la de la Figura 5.1, reproduce la de la Figura 2.14.

1 5 3 4 5 6
FIGURA 5.1 x./y = 2.

Es natural preguntarse cual es la pendiente de la tangente en un punto arbitrario de la grifica o,
en otras palabras, cudl es la derivada de y como funcién de x. La respuesta se halla por derivacién
implicita de la ecuacién (). Llamemos f a la funcién definida implicitamente por la ecuacién (*).

Sustituyendo y por f(x) da
zy/ flx) =2 (para todo > 0)

La derivada del miembro de la izquierda de esta igualdad debe ser igual a la derivada del de la
derecha, para todo > 0. Si usamos la regla del producto para derivar z+/ f(z) = 2 respecto de z
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tenemos que .
1'\/f($)+ma\/f(z)=0 (%)

d 1

Iz f($)=m‘f’($)

Sustituyendo esta expresién en (*x) y reordenando se obtiene

Por la regla de la cadena es

xr ’ _
Wf (x) = —/ f(=)

Cuando = > 0, despejando f'(z) se tiene

flz) =

Para z = 2 tenemos f(2) = 1y asi f/(2) = —1, lo que estd de acuerdo con la Figura 5.1.

Normalmente no damos un nombre a Yy como funcién de . En su lugar, derivamos directamente
usando el razonamiento que se expone a continuacién. Derivando (*) con respecto a x, y recordando
que ¥ es una funcién derivable de x, tenemos

1
1-\y+z-—y' =0
VY Wi

—2f(x)
T

Despejando y' se obtiene )
' Y
= (k%)
Hay otra manera de hallar la respuesta en este ejemplo particular. Elevando al cuadrado ambos lados
de la ecuacién (*) se obtiene z?y = 4, y asi y = 4/z* = 472 para £.> 0. Derivando respecto
de T se obtiene y' = 4(—2)z~* = —8/x%. Nétese que, sustituyendo y por 4/x? en (+++) da
y' = —8/x de nuevo.

Se puede resumir este método de la forma siguiente:

El método de la derivacion implicita

Si dos variables x e y estdn relacionadas por una ecuacién, para hallar dy /dz:

1. Derivese cada miembro de la ecuacién respecto de x, considerando a y como funcién de z.
(Usualmente, se necesitara la regla de la cadena.)

2. Despéjese dy/dzx de la ecuacién resultante.

Ejemplos adicionales

Es muy importante para los economistas dominar la técnica de la derivacién implicita, luego damos
unos ejemplos adicionales.

Ejemplo 5.7
Supongamos que y es la funcién de x, derivable, dada por

c+y =y —2*+2 (1)
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para todo z de un intervalo dado /. Hallar y'. La grafica de la ecuacién (1) pasa por (
(1,1). Hallar ¥ en este punto.

una expresién de y'. Supongamos que Y se sustituye por una funcién (no especificada) de z.
Entonces, tanto = + y° como y° — 2% + 2y son funciones de z, y estas expresiones deben
coincidir para todo x de I. Esto 1mp11ca que sus denvadas deben comc1d1r tamblen Segun la
regla de la cadena, la derivada de ¥’ respecto de z es 3y? y' ylade i’ es 5y*y'. Asi,

|
Solucion: Es 1mpos1ble resolver la ecuacién en y en este caso. Sin embargo es posible hallar g
i

Para hallar 3/, se pasan a la derecha todos los términos que contienen ¥’ y se dejan a la izquierda
los restantes. El resultado es

142z = (59* +2 - 3y))y/

Despejando en 3’ se tiene

' 2z + 1
Y =5 3212
Puesto que no disponemos de una expresién explicita de ¥ como funcién de x, no podemos
expresar y' explicitamente como funcién de . En (z,y) = (1,1) se tiene, sin embargo,
Yy =3/4. ~
Ejemplo 5.8

Consideremos el siguiente modelo macroeconémico estandar para determinar la renta nacional
en una economia cerrada:

MY=C+I (2 C=fY

Aqui (2) es la funcién de consumo que vimos en el Ejemplo 2.18 de la Secci6n 2.5, mientras
que (1) dice que la renta nacional Y se gasta o en consumo C o en inversién /. Suponemos
que f'(Y), la propensién marginal al consumo, estd entre 0 y 1.

(a) Supéngase primero que C = f(Y) = 95,05+ 0,712 (véase Ejemplo 2.18), y dsense las
ecuaciones (1) y (2) para hallar Y en términos de I. Hallar la variacién AY de Y si [
cambia Al unidades.

(b) Las ecuaciones (1) y (2) definen a Y como una funcién derivable de I. Hallar la expresién

de dY/dI.

Solucion:
{(a) En este caso tenemos que ¥ = 95,05 + 0,712Y + I. Despejando la Y se tiene

Y = (95,05 + I)/(1 — 0,712) ~ 3,47 I + 330,03 (3)
Supongamos ahora que I varia Al. La variacion correspondiente AY de Y verifica
Y + AY = 3,47(] + AI) + 330,03 (4)
Restando (3) de (4) se obtiene
AY = 347A1 (5)

En particular, si I varfa una unidad (por ejemplo, 10°$ délares), luego AI = 1, la variacién
correspondiente del producto nacional es AY = 3,47 (x10%$).
(b) Sustituyendo en (1) el valor de C dado por (2) se obtiene

Y = f(V)+1 - ©
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Supongamos que esta ecuacién define a Y como funcién derivable de I. Derivando (6)
respecto de I, y usando la regla de la cadena, tenemos

dy , _dY .4y '
=M+ 6 -] =1

Despejando dY/dI se obtiene

vy 1 ,
i SIS )

Por ejemplo, si f'(Y) = 1/2, entonces dY/dI = 2. También f'(Y) = 0,712 da
dY/dI =~ 3,47. En general vemos que, puesto que f'(Y') estd entre 0 y 1, también
1 — f'(Y) esté entre O y 1. Por tanto, 1/ [1 — f'(Y)] es siempre mayor que 1. En este
modelo, por tanto, mil millones de délares de aumento de la inversién conllevarin siempre
un aumento mayor en el producto nacional. Cuanto mayor sea la propensién marginal al

consumo f'(Y'), mayor serd dY/dI.

Ejemplo 5.9
En el modelo lineal de oferta y demanda del Ejemplo 2.19, Seccién 2.5, supongamos que se
crea un impuesto de ¢ por unidad a los consumidores. Entonces

D=a-bP+t), S=a+pBP (1)

donde a, b, a y [ son constantes positivas. El precio de equilibrio se determina igualando
oferta y demanda, de tal manera que

a—bP+1t)=a+pP (2)

(a) La ecuacién (2) define implicitamente el precio P como funcién del impuesto unitario
t. Calcular dP/dt por derivacién implicita . ;Qué signo tiene? Comprobar el resultado
resolviendo primero la ecuaci6n (2) en P y luego calculando explicitamente d P/dt.

(b) Calcular el ingreso derivado del impuesto 7' como funcién de {. ;Para qué valor de ¢
alcanza su maximo la funcién cuadratica T'?

(c) Generalizar el modelo precedente suponiendo que

D=fP+t) y S=g(P)
donde f y g son funciones derivables con f' < 0y g’ > 0. La condicién de equilibrio
f(P+1)=g(P) (3)
define implicitamente a P como funcién derivable de ¢. Hallar una expresion de dP/dt
por derivacién implicita.

Solucién: (a) Derivando (2) con respecto a t da —b(dP/dt + 1) = S dP/dt. Despejando
dP/dt se obtiene

b _ b

dt b+

Vemos que dP/dt es negativa. Puesto que P es el precio que recibe el productor, este precio
bajard si el tipo del impuesto ¢ aumenta. Por otra parte, P + t es el precio que paga el
consumidor. Puesto que

d dP —b _ —b+b+p . B

—(P4+t)=—+1=—+1= -
ﬁ( +1) ar b+,6+ b+ 3 b+

>0
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se deduce que 0 < d(P +t)/dt < 1. Asf crecen los precios al publico, pero menos que el
aumento de impuestos.
Si resolvemos (2) en P tenemos
a—a—-b a-a b ;
b+ b+B b+p
Esta ecuacion prueba que el precio de equilibrio es una funcidn lineal del impuesto unitario, de
pendiente —b/(b + 3).

(b) El ingreso total derivado del impuesto es T' = St = (« + (P)t, donde P el precio de
equilibrio. Asf,

~bt a-—-a —bBt2  (afB+ ab)t
T = L. Ao | P
[‘”ﬂ(bw * b+ﬂ)] b+f b+

Esta funci6n cuadrética tiene un maximo en t = (ab + Ba)/2b0.
(c) Derivando (3) respecto de t se obtiene que f'(P + t)(dP/dt +1) = ¢'(P)dP/dt y,
despejando dP/dt, que

P fi(P+1)

dt ~ g(P)— f'(P+1)
Puesto que f' < 0y ¢’ > 0, vemos que dP/dt es también negativa en este caso. Mé4s atin,

d _dP . PP+ 4P
=g T g ey T 9@ - FPT Y

lo que implica que 0 < d(P + t)/dt < 1 también aqui.

La derivada segunda de funciones definidas implicitamente

Los siguientes ejemplos indican cdmo calcular la derivada segunda de una funcién definida implici-
tamente por una ecuacién.

Ejemplo 5.10
Calcular y” cuando y estd definida como una funcién implicita de = por la ecuacién
zy=2 1)
Solucién: Vimos en el primer ejemplo de esta seccién que y' = —2y /z, lo que calculdbamos

por derivacion implicita. Derivando esta ecuacion con respecto a = por la regla del cociente, y
teniendo en cuenta que y es funcién de x, obtenemos

1 Yz —2y-1
y =73
z
Sutituyendo ' en esta expresi6n por el valor —2y/z que habiamos hallado tenemos

yn - _2(_29/“5)35 - 2y _ @ (2)

z? z2

En este caso podemos comprobar directamente la respuesta. Elevando al cuadrado en (1) y
despejando y obtenemos y = 4/z?. Sustituyendo en (2) este valor de y tenemos y” = 24/x*.
Por otra parte, derivando directamente y = 4/2? = 4272 obtenemos que y' = —8z7> e
y" = 24x™* =24/ '
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Ejemplo 5.11
Hallar A?Y/dI? paraY = f(Y) + I.

Solucién: En el Ejemplo 5.8 vimos que dY/dI = 1/[1— f'(Y)] = [1— f'(Y)] . Derivando
respecto de I por la regla de la cadena se obtiene

a’Y ' -2 " dY " ' —2dY
=GO = O [ )55 = O - F )

(Hemos tenido que derivar 1 — f/(Y) respecto de I, lo que da 0 — f"(Y')(dY/dI).) Teniendo
en cuenta la expresi6n anterior de dY/dI, obtenemos

&Y

R R e s 0

[1-fO]

Problemas

1 Hallar dy/dz, por derivacién implicita, en las ecuaciones siguientes:
(a) zy =1 b)) z—y+3zy=2 (c)y ==

Comprobar resolviendo cada ecuacién en y y derivando luego.

2 Supongamos que ¥ es una funcién de I, derivable, que verifica la ecuacién
2z° +6zy +y* =18
Hallar y' por derivacién implicita. El punto (x,y) = (1, 2) pertenece a la grafica de la ecuacién; hallar 3’
en ese punto.
3 Se da una curva en el plano uv por la ecuacién
wWtuw—v*=0
Hallar dv/du por derivacién implicita. Hallar el punto (u,v) de la curva para el que dv/du = 0y

u # 0.

4 Para cada una de las siguientes ecuaciones, hallar ¥’ si y = f(x) es una funcién derivable (a es una
constante positiva).

(8) 2*+y=a? (b) Va+yy=va (© z* -y =a%

5 Segiin Wold, la demanda (2 de mantequilla en Estocolmo en el periodo 1925-1937 estaba relacionada con
el precio P mediante la ecuacién

Q-PY/2=38
Hallar dQ}/dP por derivacién implicita. Comprobar la respuesta usando un método distinto de célculo de
la derivada. ‘
6 Supongamos que f y g son dos funciones definidas en un intervalo abierto J.
(a) Si f(xo) = g(zo) para un cierto Ty € I, ;qué se puede decir de f'(x) y ¢'(x0)?
(b) Si f(x) = g(x) paratodo x € I, y si Ty € I, (qué se puede decir de f'(xo) y ¢’ (20)?

7 Un modelo estdndar para la determinacion de la renta en una economia abierta es

MY=C+I+X-M @C=fY) @)M=gY)
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donde 0 < f'(Y) < 1. En esas expresiones, X es una constante ex6gena que designa las exportacio
mientras que M designa el volumen de las importaciones. La funcién g de (3) se llama la funcién
importacién. Sustituyendo (2) y (3) en (1), se obtiene una ecuacién que define a Y como funcién de i
inversién ex6gena I. Hallar la expresién de dY/dI por derivacién implicita. ;Cuél es posiblemente ¢
signo de ¢'(Y)? Discutir el signo de dY/dI.

8 Si a = m/n, donde m y n son enteros, la regla de la potencia (4.24) implica
y= mm/n — yl - (m/n)m(m/n)—l
Suponer que y es derivable y comprobar este resultado derivando implicitamente y™ = ™ respecto a .

9 Si f y g son derivables y g (f(z)) = z para todo z, hallar una expresién de f'(z) en términos de la
derivada de g.

5.4 APROXIMACIONES LINEALES Y DIFERENCIALES

Cuando es dificil trabajar con una funcién complicada, tratamos a veces de hallar una funcién mas
sencilla que, en un cierto sentido, aproxime la dada. Es fécil trabajar con funciones lineales y, po
tanto, es natural tratar de hallar primeramente una “aproximacién lineal” de la funcién dada.

Consideremos una funci6n f(z) derivable en £ = a. La ecuaci6n de la tangente a la grifica en
(a,f(a)) es y = fla) + f'(a)(x — a) (Véase (4.4), Seccién 4.2). Si aproximamos la grifica de
f por su tangente en £ = a, como en la Figura 5.2, la aproximacién que resulta tiene un nombre
especial.

La aproximacién lineal de f en un entorno de a es

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) (z préximo a a) (5.5

x

a
FIGURA 5.2 La aproximacién de una funcién por su tangente.

Nétese que, si p(z) es la funcién lineal f(a) + f'(a)(x — a) de x, entonces f y p tienen el mismo
valor y la misma derivada en = a.

Ejemplo 5.12
Hallar la aproximacién lineal a f(z) = v/ en un entorno de a = 1.

Solucién: Como f(z) = Jx = '3, es f'(x) = La=%3y f'(1) = 1/3. Como f(1) =1, 1a
3
relacién (5.5) da
vVex1+3(@—1) (z préximoal)
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Por ejemplo, /1,03 =~ 1+ 1(1,03 — 1) = 1 + %(0,03) = 1,01. El valor con cuatro cifras
decimales exactas es 1,0099.

Ejemplo 5.13
En un articulo de los economistas Samuelson y Swamy, los autores estudiaban €l comporta-
miento de la funcién siguiente en un entorno de € = 0:

fle) = (1+3e +4e2)?
Hallar la aproximacion lineal de f(€) en un entorno de ¢ = 0.

Solucién: Como f'(e) = 1 (1+ e+ %&‘2)_1/2 “(2+¢€)es f'(0) = 3. Como f(0) =1,1a
relacién (5.5) da

(1+3e+3€%) " ~1+2e (e préximo a 0)

La diferencial de una funcién

Consideremos una funcién derivable f(x) y designemos por dx una variacion arbitraria de la varia-
ble 2. Con esta notacién, “dx” no es el producto de d y x, sino un tnico simbolo que representa la
variacién del valor de z. La expresién f'(z)dx se llama la diferencial de y = f(z), y se designa
por dy (o df), de tal forma que

dy = f'(x)dz (5.6)

Nétese que dy es proporcional a dz, con factor de proporcionalidad f'(z).
Ahora bien, si z varia en dz, la variacién correspondiente de y = f(x) es

Ay = f(x +dz) — f(x) (5.7

Usando las definiciones de dy y Ay, sustituyendo x por  + dz y a por z, la aproximaci6n (5.5)
toma la forma
Ay ~ dy = f'(z)dx

El error cometido al usar dy en lugar de Ay se ilustra geométricamente en la Figura 5.3.

FIGURA 5.3 Representacion geométrica de la diferencial.

La diferencial dy no es el incremento de y cuando & cambia a  + dz, sino la variacién que y
tendria si continuase variando a la tasa fija f'(z) cuando x cambia a = + dz. La Figura 5.3 muestra
la diferencia entre Ay e dy. Consideremos primero el movimiento de P a ) a lo largo de la curva
y = f(x): cuando x varia en dz, la variacion de altura vertical del punto es Ay. Supongamos,
por otra parte, que se nos permite movernos solamente a lo largo de la tangente a la grifica en P.
Cuando vamos de P a R a lo largo de la tangente, el cambio de altura que corresponde a dz es dy.
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Nétese que, al igual que en la Figura 5.3, la aproximacién Ay = dy es normalmente mejor si dz
es pequefia en valor absoluto, puesto que la longitud del segmento rectilineo R() que representa la
diferencia entre Ay y dy tiende a 0 cuando dx tiende a 0.

Reglas de diferenciacion
La notacién (d/dx)( ) significa derivar la expresién entre paréntesis respecto de . De la misma
manera designamos por d( ) la diferencial de cualquier cosa que se introduzca entre los paréntesis.

Ejemplo 5.14
Calcular las diferenciales siguientes:
(a) d(Az® + B) (A, By a son constantes)

(6) d(f(K))  (f es una funcién de K, derivable)

Solucion:

(a) Escribiendo f(z) = Az® + B tenemos que f'(x) = Aaz®"!, luego d(Az® + B) =
Aazx®'dz.

(b) d(f(K)) = f'(K)dK.

Todas las reglas usuales de derivacién se pueden expresar en términos de diferenciales. Si f y g
son dos funciones de z, derivables, se verifica lo siguiente:

Reglas de diferenciacién

d(af +bg) =adf +bdg  (ay b son constantes)
d(fg) =gdf + fdg
f\ _g9df—fdg

d(g> G

(5.8)

(9#0)

Damos una demostracion de la segunda de esas férmulas:

d(fg)=(f9)'dz = (f'g+ fg')dz = gf' de + fg' dz = gdf + f dg

Se recomienda al lector demostrar las otras férmulas de manera andloga.

Supongamos que y = f(z) y = g(t) es una funcién de ¢. Entonces y = h(t) = f(g(t)) es
una funcién de t. La diferencial de y = h(t) es dy = h'(t) dt. Segiin la regla de la cadena, h'(t) =
f' (g(t)) ¢'(t), de tal manera que dy = f'(g(t))g’(t) dt. Puesto que = = g(t), la diferencial de =
es igual a dz = ¢'(t) dt, luego

dy = f'(z) dx

Esto prueba que, si y = f(z), entonces la diferencial de y es igual a dy = f'(z)dz, tanto si x
depende de otra variable como si no.

Los economistas usan diferenciales frecuentemente en sus modelos. Un ejemplo tipico es el que
sigue.

Ejemplo 5.15
Consideremos de nuevo el modelo del Ejemplo 5.8, Seccién 5.3:

VY =C+1 (2)C=f)
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Hallar la diferencial dY en términos de dI. Si, ademds de (1) y (2), se supone que el empleo
N = g(Y") es funcién de Y, hallar también la diferencial dN en términos de d/.
Solucion: Diferenciando (1) y (2) obtenemos
(3)dY =dC+dI  (4)dC = f(Y)dY
Sustituyendo dC' de (4) en (3) y despejando dY se tiene
_ 1
1-f'(Y)

que corresponde a la relacién (7) del Ejemplo 5.8. De N = g(Y), obtenemos dN =
g (Y)dY, luego

dy dI (5)

__9®)
dN = = 4l (6)

Siempre que ¢'(Y) > 0y f/(Y), la propensién marginal al consumo, esté entre 0 y 1, vemos
en (6) que, si la inversién crece, entonces crece el empleo.

Problemas

1 Probar que 1+~ 1+ %m, para z proximo a 0, e ilustrar esta aproximacién dibujando las gréficas de
y=1+ %m e Y = +/1+ z en el mismo sistema de coordenadas.

2 Usar (5.5) para hallar la aproximacién lineal de f(x) = (52 + 3) 2 en un entorno de o = 0.

3 Hallar las aproximaciones lineales de las siguientes funciones en un entorno de o = 0:

(@ fl@=0+2)" () f(z)=(1+az) © fl@)=@1-az)"
4 Hallar la aproximacién lineal de F/(K) = AK® en un entorno de Kj = 1.

5 Probar que (1+x)™ & 1+ muz, para T préximo a 0, y usar esta aproximacién para hallar aproximaciones
de los nimeros siguientes:

1/3 1/5
(a) €/T3=(1+11—0> (b) \’/3_=2(1+315) (c) Vo=vB8+1

1/3
5
d) (1,02% (e) V37T=+36+1 (f) (26,95)/° = (27 — Tad)
6 Hallar Ay = f(z + dz) — f(z) y la diferencial dy = f'(z) dz en los siguientes casos:
(a) f(z) =x?+2z—3cuando (i) z =2,dz =1/10y (i) = = 2, dz = 1/100.
(b) f(z) =1/x cuando (i) z = 3,dxr = —1/10y (ii) z = 3, dz = —1/100.
(¢) f(z) = +/z cuando (i) T =4,dz =1/20y (i) = =4, dz = 1/100.
7 El radio de una esfera aumenta de 2 a 2,03. Estimar el aumento del volumnen usando una

aproximaci6n lineal. Compdrese con el aumento real del volumen. (/ndicacidn: Véase
Apéndice D.)
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Problemas avanzados
8 Hallar la aproximaciéri lineal de la funcién

p) = A(1 + p)*/ 1+ A, a, y b son constantes positivas)
g

en un entorno del punto p = 0.

5.5 APROXIMACIONES POLINOMICAS

En la seccién anterior hemos estudiado aproximaciones de funciones de una variable por funciones
lineales. En particular, en el Ejemplo 5.12 se dio la aproximacién

vVzm=1+3z—1) (zpréximoal) (1)

En este caso las funciones y = J/zr e y =1+ %(.7: — 1) tienen el mismo valor, 1, y la misma
derivada, 1/3,en z = 1.

Si la aproximacion por funciones lineales no es suficientemente precisa, es natural ensayar con
aproximaciones cuadraticas, o con aproximaciones mediante polinomios de orden superior.

Aproximaciones cuadraticas

Comenzamos demostrando c6mo se puede aproximar una funcién dos veces derivable y = f(z), en
un entorno de £ = a, por un polinomio cuadrético.

- f(z) = p(z) = A+ B(z — a) + C(z — a)?

Hay que determinar tres coeficientes A, B y C. Por tanto, tenemos libertad para imponer tres
condiciones al polinomio. Estas condiciones van a ser el suponer que f(z) y p(z) = A + B(x —
a) + C(z — a)? tienen el mismo valor, la misma derivada primera y la misma derivada segunda en
x = a. Dicho en simbolos, requerimos que f(a) = p(a), f'(a) = p'(a) y f"(a) = p”(a). Ahora
bien,

p'(z) = B+2C(z — a), p’(z) =2C

Por tanto, haciendo = a en‘las expresiones de p(z), p'(z), y p”(z), se tiene que A = p(a),
B =p'(a) y C = 2p"(a). Por tanto,

La aproximacion cuadritica de f(z) en un entorno de & = a es

f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + 3 f"(a)(x — a)*  (z préximo a a) (59)

En el caso particular en que a = 0 obtenemos lo siguiente:

f@)= f(0)+ f'(O)z +1f"(0)a®  (z préximo a 0) (5.10)

Ejemplo 5.16
Hallar la aproximacién cuadritica de f(z) = \/ en un entorno de a = 1.
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Solucién: En este caso f'(z) = 1z723y f"(z) = 1(~%)z=%/*. Entonces f'(1) = 3y
f"(1) = —2. Puesto que f(1) = I, usando (5.9) se tiene

NEXS 1'+%(z*1)— %(z—l)2 (z préximo a 1)
Por ejemplo, /T,03 & 1+ 3 - 0,03 — 1(0,03)2 = 1+ 0,01 —0,0001 = 1,009, que es correcto
hasta el cuarto decimal.

Ejemplo 5.17
Hallar la aproximacién cuadrética de f(z) = (5z + 3)™2 en un entorno de = = 0.

Solucién: En este caso f'(z) = —10(5z +3) > y f"(x) = 150(5z + 3)~*, de tal forma que
f(0)=1/9, f'(0) = —10/27 y f"(0) = 50/27. Usando (5.10) tenemos
1 1 10 25
RPN g (¥)

Ejemplo 5.18
Hallar la aproximaci6én cuadritica de ¥ = y(z) en un entorno de £ = 0 donde y esta definida
implicitamente como funcién de = en un entorno de (z,y) = (0, 1) por la ecuacién

| oy’ +1=y (1)
Solucién: Derivando implicitamente (1) respecto de = se obtiene
Yy’ +3zy’y =y (2)
Haciendo £ = 0 e ¥ = 1 en (2) se tiene 3’ = 1. Derivando (2) respecto a Z tenemos
3y°y + (3y* + 6zyy )y + 3zy’y” = "
Haciendo £ = 0, ¥ = 1 e ¢’ = 1 en esa expresi6n se tiene que y” = 6. Por tanto, segiin (5.10),

y(z) ~ y(0) + y'(0)z + 3¢"(0)z* = 1 + z + 327

Aproximaciones de orden superior

Hasta ahora hemos considerado aproximaciones lineales y cuadriticas. Podemos hallar aproxima-
ciones mejores en un entorno de un punto usando polinomios de grado superior. Supongamos que
queremos aproximar una funcién f(z) en un intervalo de centro £ = a por un polinomio de grado
n de la forma

p(z) = Ao+ Ai(z —a) + Ay(z — @)’ + As(z — a)’ + -+ + Ap(z — a)" (1)

Como p(z) tiene n + 1 coeficientes, podemos imponer las siguientes 2 + 1 condiciones a este
polinomio:

fl@=p@, fl@=¢@, .., [fP@=p"0) @)

Lo que estas condiciones exigen es que p(x) y sus n primeras derivadas coincidan con f(z) y sus
7 primeras derivadas, para £ = a. Estudiemos el caso de n = 3. En esta situaci6n,

p(z) = Ap + Ai(T ~ a) + Az(z ~ a)* + As(z — a)®
y hallamos que
p'(z) = A +242(x — a) + 3A3(z — a)®
p"(z) = 24, +2 - 345(z — a)
p"(x) =234,
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Asi, cuando ¢ = a, tenemos!

pla)=Ag, Pla)=114;, plla)=214;, p"(a)=314,

Esto determina la siguiente aproximacién:

f@) ~ f(@) + @@ — )+ 3@ — a + 3" (@) - )

El caso general sigue el mismo patrén. Si p(x) viene dado por (1), derivindola sucesivamente se
obtiene
p(x) =A;+245 —a)+34:3(x —a)’ +---+nl,(z —a)"!

P'(@) =24,+3-243(c —a) + - +71(n — 1) An(z — a)* 2
p"(@) =3-243+---+n(n—1)(n—-2)A,(x —a)" >
pW(x) =4-3-24,+---+n(n—-1)(n—-2)(n—3An(z — a)"*

...........................................................

(3)

Haciendo = = a en (3) se tiene
p'(a) =114, p"(@)=2'4,, p"(a)=314s, ..., p™(a)=n!A4, (4)

Esto conduce a la siguiente aproximaci6én de f(z) por un polinomio de grado n.

Aproximacion de f(x) en un entorno de x = a:

n (5.11)
n!

f(:c)zf(a)+f%l—)(x—a)+lt%‘2(m_a)2+...+

El polinomio del miembro de la derecha de (5.11) se 1lama el Polinomio de Taylor de orden n de f
en un entorno de T = a.

La funcién f y su polinomio de Taylor de orden n tienen un grado de contacto tan alto en £ =
a que es razonable esperar que la aproximaci6n de (5.11) sea buena sobre un intervalo de centro
T = a, posiblemente pequefio. En la Seccién 7.4 se analiza el error que resulta de usar estas
aproximaciones polinémicas. En el caso en que la misma f sea un polinomio de grado menor o
igual que 7, la férmula es exacta, sin ningin error de aproximacién en ningin punto.

Ejemplo 5.19
Hallar la aproximaci6én de Taylor de tercer orden, de f(z) = /1 + « en un entorno de a = 0.

Solucién: Tenemos que f(z) = VI+z = (1 +x)2, f/(z) = 1/2) +z)" V2, fl2) =
(1/2)(=1/2)Q + )32 y f"(z) = (1/2)(=1/2)(=3/2)(1 + £)~3/%. Haciendo ¢ = 0
en estas expresiones se obtiene f(0) = 1, f/(0) = 1/2, f(0) = (1/2)(—1/2) = —1/4y,
finalmente, f”/(0) = (1/2)(—1/2)(—3/2) = 3/8. Por tanto, por (5.11) para n = 3,

11 1/ 1\, 13, 1, 1,
1+ —= |-+ =14+-c— -2+ =2
f@)m 1+ 52 +2!( 4) ! + +

Véase en el Problema 6 de la Seccién 4.7 la definicién de n!.
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Problemas
1 Hallar las aproximaciones cuadriticas de las funciones siguientes en un entorno de los puntos que se
indican: .
(@ fl@=Q0+2) a=0 - (), F(K)=AK®, Ko=1
© fe)=(+3+1)", a=0 @ H@=0-2)", a=0

2 En relaci6n con un estudio de actitudes ante el riesgo, se llega a la aproximacién que se indica de una
funcién de utilidad de un consumidor. Explicar c6mo deducir esta aproximaci6n.

Uy + M —s) = U(y) + U' ()M — s) + ;U"(y)(M - s)°

3 Hallar la aproximacién cuadritica en un entorno de £ = 0, ¥ = 1 de y definida implicitamente como una
funcién de z por la ecuacién 1 + 2’y + z = y'/2.

4 Sea dada la funcién z(t) por las condiciones (0) = 1y
(t) = ta(t) + 2[z(t)]
Determinar el polinomio de Taylor de segundo orden para z(t) en un entorno de ¢ = 0.

5 Deducir la aproximacién

(1+—p—)nz1+ni+m(p)2

100 100 2 \100
6 La funcién h estd definida, para todo > 0, por
h = >qg>0
@="0 @>1>0

Hallar el polinomio de Taylor de primer orden, en un entorno de x = 1, para h(zx).

5.6 ELASTICIDADES

¢Por qué usan los economistas frecuentemente elasticidades en lugar de derivadas? Supongamos
que estudiamos cémo la demanda de un cierto bien reacciona a las variaciones de precio. Pode-
mos preguntarnos en cudntas unidades variard la cantidad demandada cuando el precio aumenta 18$.
Obtenemos de esta forma un nimero concreto de unidades. Sin embargo, hay varios aspectos insa-
tisfactorios en esta manera de medir la sensibilidad de la demanda a las variaciones de precio. Por
ejemplo, un aumento de precio de 1$ en un kilo de café puede ser considerable, mientras que el
mismo aumento en el precio de automévil puede ser insignificante.

Este problema surge porque la sensibilidad de la demanda a las variaciones de precio se mide
en las mismas unidades (arbitrarias) por las que se miden las cantidades demandadas y los precios.
Se eliminan las dificultades si se usan variaciones relativas. Asi nos podemos preguntar cual es la
variacién porcentual de la cantidad demandada cuando el precio aumenta un 1%. El niimero que se
obtiene de esta forma serd independiente de las unidades en que se midan cantidades y precios. Se
llama elasticidad de la demanda o precio de la demanda , medida en el precio dado.

En 1960, se calcul6 que la elasticidad de la mantequilla en un cierto pais era —1, aproximada-
mente. Esto significa que un aumento del precio de la mantequilla en un 1% conllevaria una dis-
minucién del 1% en la cantidad demandada, siempre y cuando todos los otros factores que influyen
en la demanda permanezcan constantes. El mismo afio, se calculé que la elasticidad de la demanda
de patatas era —0,2. ;Qué significa esto? ;Cudl piensa el lector que es la razén de que el valor
absoluto de esta elasticidad sea mucho menor que en el caso de la mantequilla?
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Supongamos que la demanda de un bien se puede describir por la funcién
z = D(p) (1)
Cuando el precio varia d.e p a p -+ Ap, la cantidad demandada, x, varia asimismo. La variacién
absoluta de z es Az = D(p + Ap) — D(p), y la relativa (o proporcional) es
Az D(p+Ap) — D(p)
T D(p)
La raz6n entre la variacién relativa de la cantidad demandada y la variacién relativa del precio es

Ax yAp pAz _ p D(p+Ap)— Dip) @)
¢/ p zAp D(p) Ap
Cuando Ap = p/100, de tal forma que p aumenta un 1%, entonces (2) se transforma en (Az/x)-100,
que es la variaci6n porcentual de la cantidad demandada. La razén en (2) se llama la elasticidad
media de © en el intervalo [p, p + Ap.

Obsérvese que el mimero definido en (2) depende a la vez del precio p y de su variacién Ap,
pero no de las unidades. Asi, no hay diferencia entre que las cantidades estén medidas en toneladas,
_kilogramos o libras ni entre que los precios estén medidos en délares, libras o pesetas.

Queremos definir la elasticidad de D en p de tal forma que no dependa de cudnto aumente p.
Podemos hacerlo si DD es una funcién derivable de p. En efecto, es natural definir la elasticidad
de D en p como el limite de la razén en (2) cuando Ap tiende a 0. Puesto que el cociente de
Newton [D(p + Ap) — D(p)]/Ap tiende a D’(p) cuando Ap tiende a 0, tenemos:

p_dD(p)
D(p) dp

Usualmente obtenemos una buena aproximacion de la elasticidad haciendo Ap/p = 1/100 = 1% y
calculando p Az/z Ap.

la elasticidad de D(p) con respecto a p es

Ejemplo 5.20
Supongamos que la cantidad de la demanda de un cierto bien viene regida por la férmula
D(p) = 8.000p~ 1

Hallar la elasticidad de D(p) y el porcentaje exacto de variacién de la cantidad demandada
cuando el precio aumenta un 1% a partir de p = 4.

Soluciéon: Tenemos que

dD(p)

=8.000- (—1,5)p~ "~ = —12.000p~ 2"
dp

luego que la elasticidad de D(p) con respecto a p es

p_ dD(p) _ p
D) dp 8.000 - p~!
La elasticidad es una constante igual a —1,5, luego un aumento del precio en un 1% conlleva
que la cantidad demandada baja, aproximadamente, en un 1,5%.

En este caso podemos calcular exactamente la disminucién de la demanda. Cuando el
precio es 4, la cantidad demandada es D(4) = 8.000 - 4=1° = 1.000. Si el precio p = 4 crece

a5 12000 p-p~>S
2,5 —
5 - (—12.000)p 4000 p_l —=-15
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un 1%, el nuevo precio serd 4 + 4/100 = 4,04, luego la variacién de la demanda serd
D(4,04) — D(4) = 8.000 - 4,047'° — 1.000 = —14,81
La variacién porcentual de1a demanda a partir de )(4) = 1.000 es aproximadamente
—(14,81/1.000) - 100 = —1,481
La definicion general de elasticidad
Supongamos que la funcién f es derivable en z. Si f(x) # 0, definimos

—

La elasticidad de f con respecto a  es

Bl f(z) = ﬁz—)f%w) (5.12)

Ademais de El, f(x), se usan otras notaciones para la elasticidad de y = f(x) como Elpy y €yz.
Ejemplo 5.21
Hallar la elasticidad de f(x) = az® (a y b son constantes y a #0).

Solucién: En este caso, f'(x) = abz®~'. Por tanto,

El, (azb) = %abzb_1 =

Ejemplo 5.22
Designemos por D(p) la funcién de demanda de un producto. Vendiendo D(p) unidades al
precio p, el productor tiene unos ingresos F(p) dados por

R(p) = pD(p)
Por la regla del producto,

R(p) = D(p) + pD'(p) = D(p) |1+ =D/ o)

luego
R'(p) = D(p)[1 + ElpD(p)]
y asi
R’ R
EL,R(p) = = R(g) = T)(% =1+ EL,D(p)

Obsérvese que, si El,D(p) = —1, entonces R'(p) = 0. Cuando la elasticidad (precio) de
la demanda en un punto es igual a —1, una pequefia variacién en el precio no tendrd (casi)
influencia en el ingreso. M4s generalmente, el ingreso marginal generado por una variacién
de precio es positivo si la elasticidad (precio) de la demanda es mayor que —1, y negativo si
la elasticidad es menor que —1. Ademds la elasticidad del ingreso con respecto al precio es
exactamente una unidad mayor que la elasticidad (precio) de demanda.

Hay férmulas para las elasticidades de sumas, productos, cocientes y funciones compuestas que
son utiles en ocasiones. Se recomienda al lector que deduzca esas reglas en el Problema 7.
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Problemas

1 Hallar las elasticidades de las funciones definidas por las férmulas siguientes:

A

(a) 3273 () —1002% © V& @ ;7

(A constante)

2 Un estudio de economia del transporte usa la relacién T' = 0,4K"%, donde K es el gasto de hacer
carreteras y T' es una medida del volumen de trdfico. Hallar la elasticidad de T" con respecto a K. Un
aumento de un 1% en el gasto corresponde en este modelo a un aumento del volumen de trifico. ;Cudl es
su porcentaje aproximado?

3 Un estudio de los Ferrocarriles Estatales de Noruega revela que, para trayectos de hasta 60km, la elastici-
dad del volumen de tréfico es aproximadamente —0,4.

(a) Segin este estudio, ;cudles son las consecuencias de un aumento de tarifas de un 10%?

{b) Se calcul6 que la elasticidad correspondiente para trayectos de més de 300 km es de, aproximada-
mente, —0,9. ;Puede el lector imaginar una razén de por qué esta elasticidad es mayor en valor
absoluto que la anterior?

4 Usar la definicién (5.12) para calcular El, f(x) para las siguientes funciones:

(@) flz)=4 (A constante) ) flz)=z+1 (©) fl&)=0—-2)"
5 Demostrar que El, f(z)? = pEl. f(z) (p constante).k

6 Hallar El, Af(z) y El[A + f(z)] (A constante).

Problemas avanzados

7 Probar que, si f y g son funciones de x, derivables, y A es una constante, se verifican las reglas siguientes
(escribimos, por ejemplo, El, f en lugar de El, f(z)).

(a) El;A=0 (b) El(fg) =ElLf +Elyg
(© Elg (i) = El,f — Elog (@) Blo(f +g) = L Ea + B9
g f+g
© Bu(f—o) = LT 2080 (g B, f(g(e) = B fW)BLu (@onde u = g(2)
8 Usar la reglas del Problema 7 para calcular las siguientes:
(a) El3z~> (b) Elg(z +z?) (¢) Elg(z’+1)"°
(@) ElLELSS (&) Bl(1+42? © F. (%1—11)
9 Supongamos que f es una funcién derivable tal que f(z) # 0. Hallar las elasticidades de las siguientes
funciones:
(8 @°f(a) () (f(@)"? (© =+F@ @ 1/f()

10 Hallar la elasticidad de y con respecto a = en los casos siguientes:

(a) y*=12° (b) % =(x+1)°%y—1° (ay b son constantes)
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Limites, continuidad
y SEries

Podriamos, por supuesto, rechazar la demostracién
rigurosa por superflua: si un teorema es geométricamente
obvio, ;por qué demostrarlo? Esta era exactamente

la actitud que se tomé en el siglo XVIII. El resultado,

en el siglo XIX, fue caos y confusion: porque la intuicién,
sin el soporte de la Logica, supone habitualmente que
todo se comporta mejor de lo que realmente ocurre.

—1. Stewart (1975)

Este capitulo trata de limites, continuidad y series —ideas clave en mateméticas y también muy
importantes en la aplicacién de las matematicas a problemas econémicos. El estudio previo de
limites hecho en la Seccién 4.4 era necesariamente muy esquemdtico. En este capitulo estudiamos
con mas detalle este concepto y lo extendemos en varias direcciones.

Sin los limites, el sistema de los nﬁ;\?[s reales estaria seriamente incompleto. Sélo tendria-
mos aquellos nimeros que se pudiesen calcular de manera exacta en un nimero finito de pasos—por
ejemplo, nimeros enteros y racionales. Para afirmar que la ecuacién 2 — 2 = 0 tiene una solucién
positiva * = V2 y, quizds mas importante, para poder dar aproximaciones de V2 con precision
arbitraria, necesitamos definir \/i como limite. Esto es lo que hacemos implicitamente cuando escri-
bimos v/2 = 1,41421... Estamos imaginando una sucesién. indefinida de expresiones decimales,
que empiezan en 1, 1,4, 1,41, 1,414, ..., y que se acercan mas y mds al lfmite V2. De esta manera
se considera a \/i como el limite de una sucesién de nimeros racionales. Lo mismo vale para todos
los mimeros irracionales. También aparecen los limites en el estudio de las series infinitas, que es
otro de los temas de este capitulo. ‘

Recuérdese también que la derivada de una funcién, que mide su tasa de variacién, se define
mediante limites. En efecto, en la Seccién 4.2, definimos la derivada de f en a como f'(a) =
limp,o[f (@ + h) — f(a)]/h. Ademds, hay una intima conexién entre el concepto de limite y la idea

139
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de continuidad, que estudiaremos también. El capitulo se termina con una seccién optativa en la que
se da una definicién precisa de limite.

6.1 LIMITES

En la Seccién 4.4 hicimos un estudio preliminar de los limites. Complementamos ahora este estudio
con algunos conceptos y resultados adicionales, manteniéndonos ain en un nivel intuitivo. La razén
de hacer un estudio gradual es que es importante y bastante ficil adquirir un conocimiento operativo
de los limites. Sin embargo, la experiencia sefiala que la definicién precisa es bastante dificil de
entender, como lo son las demostraciones basadas en esa definicion.

Limites que no existen: limites laterales

Supongamos que f estd definida para todo & préximo a a, pero no necesariamente en a. Segun la
Seccién 4.4, la funcién f(z) tiene limite A cuando  tiende a a, si f(z) se pueda aproximar a A
tanto como se quiera, con tal de que & esté suficientemente proximo a a, pero no sea igual a éL
Cuando esto es asi escribimos

}i_rglf(a:)zA 6 f(x)—> A cuando z —a

Decimos en este caso que el limite existe. Las graficas de las Figuras 6.1 y 6.2 muestran dos casos
en los que f(z) no tiende a ningidn limite cuando « tiende a a.

y , y
! Al
| " =@
\v=f@) |
5 >3 5 @
FIGURA 6.1 lim f(x) = o0 FIGURA 6.2 No existe lim f(x).
x—a v x—a .

La Figura 6.1 contiene la grafica de una funcién como f(z) = 1/|z—a] 6 f(z) = 1/(z —a)?,
que crece infinitamente cuando x tiende a a (tanto por la derecha como por la izquierda). En este
caso escribimos f(z) — oo cuando £ — a, 6 limz_,4 f(x) = co. Puesto que f(zx) no tiende a
un nimero concreto cuando * tiende a a, decimos que el limite no existe (en cierto sentido hay
un limite infinito, pero seguimos la prictica matematica estindar de requerir que los limites sean
nidmeros finitos). La recta £ = a se llama una asintota vertical de la grafica de f.

La funcién representada en la Figura 6.2 tampoco tiene limite cuando & tiende a a. Sin embargo
parece como si la figura indicase que, si = tiende a a por debajo (es decir para valores menores que
a), entonces f(x) tenderia al nimero B. Por tanto decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a
a por debajo es B y escribimos

lim f(z)=B 6 f(z)—> B cuando = — a”
T—ra”
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De forma andloga, refiriéndonos también a la Figura 6.2, decimos que el limite de f(x) cuando T
tiende a a por arriba es A y escribimos

z

lim f(z)=A 6 f(z) > A cuando 7 —a’
z—a*

A estos limites se les llama limites laterales, el primero por debajo y el segundo por arriba. Se les
llama también limites a izquierda y limites a derecha, respectivamente.

La condicién necesaria y suficiente para que exista el limite (ordinario) es que existan y sean
iguales los dos limites laterales de f en a:

lip fz) = A <= Im f(z)=A y lm f(z)=4 (6.1)
En esta situacién debe estar ya claro lo que significa la notacién
lim f(x) =00 (6 — 00) y lim f(z) =00 (6 — )
z—a~ z—a*
En estos casos decimos que los limites no existen, a pesar de la notacién

Ejemplo 6.1
La Figura 6.3 reproduce la Figura 4.12 de la Seccién 4.4, que contiene la grafica de una funcién
f definida en [0, 9]. Usando la figura, comprobar (grosso-modo) lo siguiente:

lim f(z)=1/2,  lm f(e)=3,  lim f(z)=35

y = f(z)

N W A W

» T
1 2 3 4 5 r/7 8 9

FIGURA 6.3
Ejemplo 6.2
Explicar el porqué de los limites siguientes:
1 o1 1 . -1

lim — = —o0 lim — = oo lim =00 lim
20~ T ’ 0t T ’ g2 2 — 1 ’ g2+ /T — 2
Solucién: Si x es negativo y préximo a 0, entonces 1/z es un niimero negativo de valor absoluto
grande. Por ejemplo, 1/(~—0,001) = —1.000. De hecho, 1/z decrece infinitamente cuando x
tiende a cero por debajo y es razonable decir que 1/z tiende a menos infinito cuando z tiende
a 0 por debajo.

El segundo limite es andlogo, excepto que 1/ es grande y positivo cuando z es positivo
y préximo a 0. '

= —00



142 Capitulo 6 / Limites, continuidad y series

Si « es ligeramente inferior a 2, entonces 2 — & es positivo, luego /2 — T estd préximo a
0y 1/4/2 —  es un nimero positivo grande. Por ejemplo, 1/4/2 — 1,9999 = 1/,/0,0001 =
100. Cuando « tiende a 27, entonces 1//2 — « tiende a oco.

El cuarto limite es similar, porque cuando z es ligeramente mayor que 2, entonces v/ — 2
estd proximo a 0, x — 2 es positivo y /& — 2 estd préximo a 0.

Limites en el infinito

Podemos también usar el lenguaje de limites para describir €l comportamiento de una funcién cuando
su argumento se hace infinitamente grande para valores positivos o negativos. Supongamos que f
estd definida para nimeros positivos = arbitrariamente grandes. Decimos que f(z) tiene limite A
cuando x tiende a infinito si se puede lograr que f(x) esté arbitrariamente préximo a A haciendo
suficientemente grande. Escribimos, en este caso

zlggof(x)=A 6 f(x) > A cuando = — o©
De manera andloga
lim f(x)=B 6 f(x)— B cuando = — —00
£——00 )
significa que se puede lograr que f(x) esté tan préximo a B como se quiera, haciendo T negativo y
suficientemente grande en valor absoluto. La Figura 6.4 nos muestra estos limites. La recta y = A

es una asintota horizontal de la grifica de f cuando x tiende a 00, mientras que ¥ = B es una
asintota horizontal de la grifica de f cuando « tiende a —oo.

FIGURA 6.4 y = A, y = B son asintotas horizontales.

Ejemplo 6.3
Estudiar el comportamiento de las siguientes funciones cuando £ — o0 y cuandoe £ — —o0:
(a) 2 ‘
34+ —1
T)= ————
f(@) 2 +1
(b) s
1—=x
T)=—F—"—
9(2) ?+zx+1
Solucion:

(a) Un razonamiento no demasiado refinado es el siguiente: si x es un mimero, positivo o
negativo, de valor absoluto grande, entonces el término 3z “domina” al numerador, mien-
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tras que x> domina al denominador. Asi, si |z| es grande, f(r) se comporta como la
fraccién 3z?/z? = 3. De aqui se deduce que f(z) tiende a 3 cuando |z| tiende a co.

Razonamos mds formalmente como sigue. Primeramente dividimos cada término del
numerador y denominador por la mayor potencia de T, que es x2, y obtenemos
f(@) 32+z—1 3+(1/z)—(1/2?)
)= =

_ 2 +1 1+ (1/x?)

Si = es grande en valor absoluto, entonces 1/z y 1/z? estardn préximos a 0. As{ f(z)
esta arbitrariamente préximo a 3 si || es suficientemente grande y, por tanto,

zl—il>noo f((l:) - z—l:IPoo f((l:) =3

(b) Un primer razonamiento grosero es que, si || es grande, entonces g() se comporta como

la fraccién —135/184 =. —z. Por tanto, g(x) — —oo ¢uando £ — 00O, mientras que
g(xz) — oo cuando £ — —oo. De la otra forma, »
() 1—x° (1/z*) — = ;“":ﬁc ?
) = = R
J +z+1 1+ (/%) + 1/ x?

Se recomienda al lector terminar el razonamiento, para este caso, de manera analoga a la
parte (a).

Advertencias

Hemos extendido la definicién original de limite en varias direcciones diferentes. Las reglas de
la Seccién 4.4 siguen siendo validas para estas nuevas nociones de limite. Por ejemplo, todos los
resultados de (4.15) sobre sumas, productos y cocientes de limites cuando £ — a valen si s6lo se
consideran limites a izquierda (o sea, £ — a~), 0 a derecha (o0 sea, ¢ — a*). También siguen
siendo vilidas las propiedades mencionadas si sustituimos £ — @ por £ — oc 6 £ — —00 en
(4.15).

Si f(z) y g(z) tienden a 0o cuando £ — a (o cuando £ — a~ 6 ¢ — a*), debemos
tener mucho cuidado. Puesto que f(z) y g(x) son arbitrariamente grandes si x estd suficientemente
préximo a a, entonces f(z) + g(z) y f(x) - g(x) también lo son. Sin embargo no podemos decir
nada, en general, de los limites de f(z) — g(z) y f(z)/g(x). Esos limites van a depender de
“co6mo de rapido” tiendan a infinito f(x) y g(z), respectivamente, cuando Z tiende a a. Lo anterior
se resume en:

limg_,q [ f(x) + g(:c)] =00
f(z) - g(x)] = 00
f(z) — g(x)] =2
f@)/g(x)) =7
Los dos signos de interrogacién significan que no podemos determinar los limites de f(z) — g(z) y
f(x)/g(x) sin tener mayor informacién sobre f y g. No sabemos ni siquiera si esos limites existen.
El siguiente ejemplo sefiala algunas de las posibilidades.

. . limg_,q
lim f(z)=occ 'y  limg(z)=00 = limg_q

—

limgq

Ejemplo 6.4
Sea f(z) = 1/z* y g(z) = 1/z* Cuando x — 0, es f(x) — oo y g(z) — co. Hallar los
limites, cuando £ — 0, de las siguientes funciones:

(@) f(&)—g(@), (b) g(x)—f(z), () f(x)/g(x), (d) g(z)/f(=x)
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Solucién:
(a) Cf(fl?) g(x) = ""2 1 3 —00 cuando z — 0
(b) g(z) — f(z) = 1=2" 4 5 cuando x — 0

(¢) f(z)/g(z) =2 —>0cuandoa:—>0
(d) g(z)/f(x) = 1/x* = 00 cuando  — 0.

Estos ejemplos prueban que los limites infinitos requieren un cuidado extremo. Consideremos
otros ejemplos poco evidentes. ,

Supongamos que estudiamos el producto f(z) - g(z) de dos funciones, donde g(zx) tiende
a 0 cuando z tiende a a. ;Tendera a cero el producto f(z) - g(x) cuando z tienda a a? No
necesariamente. Si f(z) tiende al limite A, entonces la regla (4.15)(iii) de la Secci6én 4.4 nos dice
que f(z)- g(x) tiende a A -0 = 0. Por otra parte, si f(x) tiende a +00, es ficil construir ejemplos
en los que el producto f(x) - g(x) no tienda a 0. (Se recomienda al lector que trate de construir
algunos ejemplos por si mismo antes de ir al Problema 4.)

Las reglas para limites de (4.15) son fundamentales. Sin embargo, se debe tener cuidado de
no leer en ellas mds de lo que dicen. Si f(z) tiende a A y g(x) tiende a B cuando z tiende a a
entonces, por (4.15)(i), vemos que f(z) + g(x) tiende a A + B cuando z tiende a a. Pero la suma
f(x) + g(z) podria muy bien tender a un limite aun cuando f(z) y g() no lo tuvieran. Lo mismo
se verifica para la fraccién f(z)/g(z).

Ejemplo 6.5
Sea f(z) =3+ 1/x y g(x) =5 — 1/z. Calcular los limites cuando z — 0 de
(a) f(z)+g(x)
(b) f(z)/g().

Solucién: Tenemos que

(a) f(z) +g(x) =8 — 8 cuando z — 0

(b) f(z _ 3:::+1

9@ = Sz— — —lcuandox — 0

Pero en este caso ni f(z) ni g(x) tienen limite cuando z tiende a 0. En efecto, f(z) = oo y
g(x) = —oo cuando z — 0", mientras que f(x) & —oc0 y g(z) — oo cuando z — 0.

Problemas

1 Calcular los limites siguientes:

. z + || z+ |z|

1 43c -4 b) lim —— li
@ lim (@ +32 - 4) ®) lim © lim ==

T
d) lim — I f) L
@) zg%+\/5 ©) T —3 ® z_:?—:c—3
2 Calcular los limites siguientes:
z—3 . 2+ 3z . (az — b)?

(2) e 2 +1 (®) z—l:Too -1 © z—oo (@ — z)(b — )

3 Una funcién f definida para > b tiene la gréfica de la Figura 6.5.

(a) Determinar los limites siguientes:

0 lm f@ @ lm f@) @ Jm fe) @ lm f@)
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A
b

T
|
1
'
1
'
u/

FIGURA 6.5

(b) Sélo uno de los limites siguientes estd definido. ;Cudl?

Jim @), fmf@),  lim f(@)
4 Sea fi(z) = z, f2(z) = z, fi(z) = % y fa(x) = 1/z. Calcular lim,_,, fi(x) parai = 1, 2, 3, 4.
Estudiar después los limites de las funciones siguientes cuando z — oo:
@) fi(z) + fo(2) (b) fi(z) — falx) © filz) - fi(z) @ fi@)/ fol@)
) filz)/ f(z) (0) filx)- f) (&) fi(x)- fulz) (h) fi(x) - fa(x)

5 La recta no vertical ¥y = a + b se llama una asintota de la curva y = f(z) cuando z — oo (6
T — —00) si
fz)—(az+b) =0 cuando z — 00 (6 T — —00)
Esta condicién significa que la distancia vertical entre el punto (z, f(x)) de la curva y el punto (z, az+b)
de la recta tiende a 0 cuando £ — oo (véase Figura 6.6).

‘/ z

FIGURA 6.6

Si f(r) = P(z)/Q(z) es una funcién racional, donde el grado del polinomio P(z) es una unidad
mayor que el del polinomio Q(x), entonces f(z) tiene una asintota que se puede calcular por divisién de los
polinomios P(z) + Q(z) e ignorando el resto. Usar este método para hallar las asintotas a las grificas de cada

una de las funciones siguientes:

(@) x? ) 22 - 322 +3x—6 © 31% + 2z @ 55% — 3z + 1
a ¢y —— _—
r+1 z?2+1 z—1 -1

6 Considérese la siguiente funcién de costes definida por
- z(x+b
 C(z) = PECRLI
T+c

para T > 0, donde A, b, ¢ y d son constantes positivas. Hallar las asintotas.
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6.2 CONTINUIDAD

La palabra continuo es comin en el lenguaje ordinario. La usamos, en particular, para caracterizar
las variaciones que son graduales, no bruscas. Esta forma de uso estd estrechamente relacionada
con la idea de funcién continua. Hablando grosso -modo, una funcién es continua si variaciones
pequeilas de la variable independiente dan lugar a variaciones pequefias de los valores de la funcién.
Geométricamente hablando, una funcion es continua si su grdfica es conexa —esto es, si no tiene
rupturas. En la Figura 6.7 damos un ejemplo de funcién continua.

En otras palabras, una funcién es continua si se puede dibujar su grifica sin levantar el 14piz del
papel. Sin embargo, si la grfica da un salto o mis, decimos que f es discontinua. Asi, la funcién
representada en la Figura 6.8 es discontinua en £ = a, pero es continua en todos los otros puntos
del intervalo que constituye su dominio.

Yy Yy
4 4
\/f
- / T %af —Z
FIGURA 6.7 Una funcién continua. FIGURA 6.8 Una funcion discontinua.

(Por qué ese interés en distinguir entre funciones continuas y discontinuas? Una razén muy
importante es que vamos a tener que trabajar muy a menudo con aproximaciones numéricas. Por
ejemplo, si nos dan una funcién f y queremos calcular f(1/2), normalmente damos por descontado
que basta calcular f(1,4142) para obtener una buena aproximacién de f(1/2). Con esta forma de
proceder estamos suponiendo implicitamente que f es continua. En efecto, estamos diciendo que,
puesto que 1,4142 estd préximo a /2, el valor £(1,4142) debe estar préximo a f(+/2).

En las aplicaciones de las matemdticas a las ciencias naturales y a la economfa, una funcién
representa usualmente la variacion en el tiempo de un cierto fenémeno. La continuidad de 1a funcién
va a reflejar entonces la continuidad del fenémeno, en el sentido de una evolucién gradual sin cam-
bios sibitos. Por ejemplo, podemos considerar la temperatura corporal de una persona como funcién
del tiempo. Razonablemente se puede suponer que cambia continuamente, esto es que no salta de
unos valores a otros sin pasar por los intermedios. En el otro extremo de la escala, si consideramos
el precio del barril de petréleo en un cierto mercado como una funcién del tiempo, esta funcién sera
discontinua. Una razén es que el precio (medido en cualquier unidad monetaria) debe ser siempre
un nimero racional. Una segunda razén, mis interesante, para que haya saltos ocasionales del precio
es la llegada repentina de noticias o rumores que afecten significativamente las funciones de oferta o
demanda.

El concepto de continuidad que acabamos de describir de manera informal debe precisarse antes
de poder operar con €l como un concepto matemitico. En otras palabras, debemos buscar una
definicién de continuidad que no se base solamente en ideas geométricas intuitivas.

Funciones continuas

Hemos dicho anteriormente que una funcién es continua si su grifica es una curva “conexa”. En
particular, decimos que f es continua en un punto a si la grifica de f no tiene una ruptura en a.
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(C6mo se puede definir esto con precisién? Es evidente que debemos considerar valores f en puntos
x pr6ximos a a. Si la grafica de f no tiene una ruptura en a, entonces f(x) no puede diferir mucho
de f(a) cuando z esté préximo a a. Dicho de otra forma, si x estd préximo a a, entonces f(z)
debe estar préximo a f(a). Esto da lugar a la siguiente definicién:

Supongamos que el dominio de f contiene un intervalo. abierto de centro a. Se dird que f es
continua en & = a si el limite de f(x) cuando x tiende a a es f(a):

(6.2)
f es continua en z = a si lim f(z) = f(a)

Aqui se ve que, para que [ sea continua en = a, se deben verificar las tres condiciones siguientes:
1. La funcién f debe estar definida en ¢ = a ‘
2. Debe existir el limite de f(z) cuando « tiende a a
3. Este limite debe ser igual a f(a)

Si alguna de las trés condiciones anteriores no se verifica decimos que f es discontinua en a.
La Figura 6.9 nos muestra dos de los tipos importantes de discontinuidad posibles. La funci6n es
discontinua en = a porque f(z) no tiene limite cuando z tiende a a. Por tanto, la condicién 2 no
se satisface. A esta discontinuidad se le llama “inevitable”. Por otra parte, existe el limite de f(x)
cuando z tiende a b y vale A. Sin embargo, como A # f(b), no se satisface la condicién 3, luego
f es discontinua en b. Esta es una discontinuidad “evitable” porque se le puede hacer desaparecer
redefiniendo f de tal forma que f(b) = A.

Ejemplo 6.6
Sea f(x) = 3z — 2. En el Ejemplo 4.7 (a) de la Seccién 4.4 vimos cémo f(z) tiende a 7
cuando z tiende a 3. Como f(3) = 7, esto significa que f es continua en @ = 3. De hecho,
esta funcidn es continua en todo punto a porque f(z) = 3z —2 tiende a 3a—2 = f(a) cuando
z tiende a a.

FIGURA 6.9 f tiene dos puntos de discontinuidad. x = a es una discontinuidad inevitable y
x = b es una discontinuidad evitable.

Propiedades de las funciones continuas

Muchos de los resultados centrales del analisis matematico se verifican s6lo para funciones continuas.
Por tanto es importante poder averiguar cudndo una funcién dada es continua o no. Las reglas para
el cilculo de limites que dimos en la Seccién 4.4 facilitan el comprobar la continuidad de muchos
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tipos de funciones. En particular, las relaciones (4.18) y (4.19) prueban que
f(@)=c y f(z) =z son continuas en todo punto (6.3)

Asi todo ocurre como estaba previsto, porque las grificas de estas funciones son rectas. Usando la
definici6n (6.2) y 1a reglas de (4.15), tenemos lo siguiente:

Resultados sobre funciones continuas
Si f y g son continuas en a, entonces

f+ g9y f— g son continuas en a (6.4)
f - g es continua en a
f/g es continua en a si g(a) # 0

[f(a:)]p/q es continua en a si [f(a)]p/q estd definida

a
b.

2

La demostracion de esas propiedades es mecinica si se usan la reglas para el cdlculo de limites de
la Seccién 4.4. Por ejemplo, para probar (b), si f y g son continuas en @, entonces limg_,, f(z) =
f(a) ylimzq g(x) = g(a). Segln (4.15)(iii), limy—,, f(z)g(x) = f(a)g(a), lo que significa que
f + g es continua en a.

Por ejemplo, combinando (6.3) y (6.4), se deduce que h(z) = z+8 y k(z) = 32° + 4+ 8 son
continuas. En general un polinomio p(z) = a,z" 4+ a,— 12" + - - - + ay es una funcién continua
en todo punto porque es suma de funciones continuas. Ademas, una funcién racional

P(z)

R(z) = —=
= 2w
es continua en todos los  tales que Q(x) # 0.

Consideremos una funcién compuesta f(g(x)), donde f y g son continuas. Si z estd préximo
a a, por la continuidad de g en a, g(x) estd préximo a g(a). A su vez f(g(z)) estd préximo a
f(g(a)) porque f es continua en g(a), y asi f(g(x)) es continua en a. Una demostracién mas
formal de este resultado requiere la definicién €6 de limite (véase Seccién 6.7). Enunciamos lo
siguiente para futuras referencias:

(P(z) y Q(z) son polinomios)

Las funciones compuestas de funciones continuas son continuas:

Si g es continua en = = a y f es continua en g(a), entonces f (9()) es continua en z = a.

(6.5)

Usando los resultados que acabamos de ver, bastard usualmente echar una mirada a la férmula que
define una funcién para determinar los puntos en que es continua. En general: '

Toda funcién que se construya a partir de funciones continuas por medio de las operaciones de

adici6n, sustracci6n, multiplicacién, divisién (excepto por cero, naturalmente) y composicién (6.6)

serd continua en todos los puntos donde esté definida.
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Ejemplo 6.7
Determinar en qué valores de x las siguientes funciones son continuas:
4 2
' +3z" -1 ) 3 4

a )= ——————= b z)=(z"+2)(z+ 1/z) " +1//z+ 1
@ f@)= ey 9@ =@+ E 1/ Y

Solucion:

(a) Se trata de una funcién racional que es continua para todo x excepto para los que anulan
al denominador. Como (z — 1)(x + 2) = 0 implica que = 1 6 £ = —2, f es continua

para todo x distinto de 1 y —2.

(b) Esta funci6n esta definida paratodo z # 0y £ +1 > 0, 0 sea, paratodox # 0y x > —1.
Por tanto, g es continua en el dominio (—1, 0) U (0, 00).

El saber dénde es continua una funcién simplifica el cdlculo de muchos limites. Por ejemplo, demos-
tramos en el Ejemplo 4.9(a), usando las reglas para los limites, que limz_, 5 (2 + 5x) = —6. Pero
esto mismo se hace ahora inmediatamente: puesto que f(z) = z? 4+ 5z es una funcién continua
sabemos que limg_, 5 (2% + 5z) es sencillamenté f(—2) = (—2)2 4+ 5(=2) =4 — 10 = —6. Asi
se calcula el limite evaluando f(z) = x>+ 5T enx = —2.

Las funciones que estdn definidas “a trozos”, o sea mediante férmulas distintas en distintos
intervalos, son frecuentemente discontinuas en los puntos. de unién. Por ejemplo, el precio de los
sellos para una carta es una funcién discontinua de su peso. (Mientras se sigan usando sellos,
serfa incluso inconveniente que esta funcién fuese continua, ni siquiera aproximadamente.) Por otra
parte, la funcién que determina el impuesto sobre la renta a partir de la renta neta es esencialmente
continua, aunque mucha gente no se lo crea. La Figura 6.13 al final de la Seccién 6.3 muestra el
caso de esta funcién para los EE.UU.

Ejemplo 6.8
(Para qué valores de a la siguiente funcién es continua en todo punto?

2 .
_Jaxr*+4z -1, siz <1
f(x)—{_x+3, siz>1

Solucion: La funcidn es evidentemente continua en todo & # 1. Para £ = 1, la funcién estd
definida por la férmula de arriba, luego f(1) = a + 3. Si « es ligeramente mayor que 1,
entonces f(z) = —z + 3 estd préximo a 2, luego f(r) — 2 cuando £ — 1*. Para que f
sea continua en £ = 1, se debe tener f(1) = a +3 = 2, luego @ = —1. Asf, para a = —1
la funcién es continua en todo x, incluso en £ = 1. Si a # —1, la funcién es discontinua en
x = 1, pero es continua en cualquier otro punto. (Dibijese la grifica de f para a = 1 y para
a=-1)

Continuidad lateral

En la Seccién 6.1 definimos los limites laterales. Con ellos podemos definir la continuidad lateral.
Supongamos que f esta definida en (c,a]. Si f(x) tiende a f(a) cuando x tiende a a~, decimos
que f es continua por la izquierda en a. Anélogamente, si f estd definida en un dominio que
incluye el intervalo semiabierto [a,d), decimos que f es continua por la derecha en a si f(x)
tiende a f(a) cuando z tiende a a™. Por ejemplo, la funcién f de la Figura 6.8 es continua por la
derecha en a. Aunque f tiene limite cuando  tiende a a por la izquierda, f no es continua por la
izquierda en a, porque el limite es distinto de f(a).

Usando (6.1) de la Seccién 6.1 vemos que una funcién f es continua en a si y sélo si f es
continua en a por la izquierda y por la derecha.
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Si una funcién f estd definida en un intervalo [a,b] cerrado y acotado, decimos que f es
continua en [a,b] si lo es en cada punto de (a,b) y, ademaés, es continua por la derecha en a y
continua por la izquierda en b. Ya queda claro c6mo definir la continuidad en intervalos semiabiertos.
La continuidad en todos los puntos del intervalo es muy a menudo un requerimiento minimo que se
debe imponer para poder hablar de funciones que se “comportan bien”.

Problemas

1 ;Cuiles de las funciones siguientes del tiempo pueden ser continuas?
(a) EIl precio de la onza de oro en el mercado de Ziirich.
(b) La altura de un nifio en la edad del crecimiento.
(c) La altura de un avién durante un vuelo.
(d) La distancia recorrida por un automévil.

2 Considérense las funciones definidas por las seis grificas de la Figura 6.10.
a) ¢Son continuas en a esas funciones?

b) (Cuiles de esas funciones tendrdn limite cuando z tiende a a?

(

(

(c) Determinar en cada caso el limite de f(z) cuando z — a~ y £ — a™.

(d) ¢Cudles de esas funciones son continuas por la izquierda en a y cuéles lo son por la derecha?
(

e) (Cuil puede ser el limite de f(z) cuando £ — 0o en los casos (v) y (vi)?

Y Y Y
/\ A
A
Fa) f(a)
f(a)
a >z a >z . a z
(@) (ii) (iii)
Y Y Y

—

fla) f(a)

(iv) V) (vi)
FIGURA 6.10

3 Sean f y g las funciones definidas por

2 —1, paraz <0 _{3:1:—2, paraz <2
f(m)_{—:cz, paraz > 0 y 9(@) = —T+6, parazx > 2

Dibujar la gréfica de cada funcién. (Es continua f en £ = 0? (Es continua g en £ = 2?

4 Determinar los valores de x para los que cada una de las funciones siguientes es continua:
: T 1

(a) f(z)=2"+4z (b) f(z) = (© flx)=

11—z 2—z
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T zf — 322 + 1 z+1\"?
@ s ey ® (z_l)
\/5+1/1: L ) L , A
(8) P i2m12 (h) |$|+|97| (i) \/E+z(x+2)

§ (Para qué valor de a es continua la siguiente funci6n para todo z?

f()_{az—l, praz <1
T 1322 +1, paraz > 1

6 Dibujar la grafica de y como la funcién de x definida en la Figura 6.11 —es decir, y es la altura del avién
sobre el punto del suelo situado verticalmente bajo él. ;Es y una funci6én continua de x? Sea d(z) la
distancia del avi6n al punto mds cercano del suelo. (Es d una funcién continua de z?

FIGURA 6.11

7 Supongamos que las funciones f y g son discontinuas en £ = a. jSon f + g y f - g necesariamente
discontinuas en £ = a? Si no, dar ejemplos.

8 Sea f la funcién definida por f(z) = z° —2 paraz < 0y f(z) = —3z%+ 15 para T > 2. Definir f(z)
como una funcién lineal en [0, 2] de tal forma que f sea continua para todo

6.3 CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

Considérese la funcién f cuya gréfica es la de la Figura 6.12. La grafica no tiene una tnica tangente
en el punto (a, f(a)). Asi f no tiene derivada en = = a, pero f es continua en ese punto. Por
tanto, una funcién puede ser continua en un punto sin ser derivable en él {véase el Problema 2 para
un ejemplo estandar). Por otra parte, es muy ficil ver que derivabilidad implica continuidad:

Si f es derivable en z = a, entonces s continua en £ = a. (6.7)

Demostracién: La funcién f es continua en = = a siempre que f(a + h) — f(a) tienda a 0 cuando h — 0.
Abhora bien, si h # 0,
- fla+h) - f(a)
fa+h) - fla) = 2221 ()
Si f es derivable en z = a, el cociente de Newton [f(a+h)— f(a)]/h tiende al nimero f’(a) cuando A — 0.
Asf, ¢l miembro de la derecha de (*) tiende a f'(a)-0 = 0 cuando A — 0. Por tanto, f es continua en T = a.

Supongamos que f es una funcién cuyo cociente de Newton [f(a + h) — f(a)]/h tiende a un
limite cuando h tiende a O para valores positivos. Se llama derivada por la derecha de f en a a
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T

FIGURA 6.12 f es continua, pero no derivable en x = a.

este limite, y se usa la notacioén

fla+h) - f(a)

"la™) = 1 6.8
f(a™) = lim Y (6.8)
La derivada por la izquierda de f en a se define de manera anéloga:
h) —
h—0— h

si existe este limite lateral.

Si f es continua en a, y si f'(a™) = ay f/(a”) = B con a # B3, decimos que la grifica de
f tiene un punto de esquina en (a, f(a)). En este caso f no es derivable en a. Asi la funcién de
la Figura 6.12 tiene un punto de esquina en (a, f(a)). Si f es continua en a y & = (3, la esquina
se suaviza (redondea) y se ve que f es derivable en a.

Impuesto (1.000$)

20
15
10

5

— Renta
™ 10 20 30 40 S0 60 70 (ng0$)

FIGURA 6.13 Impuesto Federal sobre la renta en EE.UU 1991, declaraciones individuales.

Ejemplo 6.9 (Impuesto Federal sobre 1a Renta de las Personas Fisicas en EE.UU 1991, declaraciones
individuales)
Hemos tratado esta funcién de impuesto en el Ejemplo 2.10 de la Seccién 2.4. La Figura 6.13
reproduce la Figura 2.21." Si #(x) designa el impuesto que se paga por una renta de z, la

1 por supuesto, la Figura 6.13 es una idealizacién. La funcién de impuesto verdadera se define s6lo para un niimero
entero de délares —o, més precisamente, es una “funcién discontinua a trozos” que salta ligeramente cuando la renta crece
un délar. '
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grafica tiene puntos de esquina en £ = 20.250 y en £ = 49.300. Por ejemplo, vemos que
/(20.2507) = 0,15 porque se pagan 15 centavos de impuesto por el dltimo délar que se
gana antes de llegar a,20.250$. Ademis, t/(20.250") = 0,28 porque se pagan 28 centavos
de impuesto por el primer délar que se gana por encima de 20.250$. Como #/(20.2507) #
/(20.250%), la funcién de impuesto ¢ no es derivable en z = 20.250. Comprobar que
'(49.300%) = 0,31.

Problemas
1 Dibujar la grafica de la funcién f definida por f(x) = O para z < 0y f(z) = z para z > 0. Calcular
fro%)y £1(07).
2 Sea la funcién f(z) = |z|, para todo z. Calcular f'(0%) y f'(07). (Es continua f y/o derivable en
x = 0? (La gréfica es la de la Figura 9.31 de la Seccién 9.6.)

3 Se dice que la grifica de una funcién continua f tiene una cdspide en a si f'(x) — oo cuando « tiende a
a por un lado, mientras que f'(z) — —oo cuando z tiende a a por el otro lado. Probar que f(z) = ||
tiene una cispide en = 0 y dibujar su grifica.

4 Dar una definicién algebraica de la funcién de impuesto t(x) del Ejemplo 6.9. (La funcién se llama
lineal a trozos puesto que es lineal en cada uno de los distintos intervalos de renta.) Calcular ¢(22.000) y

£(50.000).
6.4 SUCESIONES INFINITAS
Consideremos la funcién f definida por la férmula f(n) = 1/n, paran = 1,2,3,.... Se tiene que
f(1)y =1, f(2) =1/2, f(3) = 1/3 y asi sucesivamente. La lista de nimeros
1 1 1 1
la 5’ 57 Z,'--a;a--- (*)

se llama una sucesi6n infinita. Su primer término es 1 y su término general (n-ésimo) es 1/n. En
general, se llama una sucesion infinita a toda funcién cuyo dominio sea el conjunto de los enteros
positivos. Andlogamente s, = 100 - 1,08" !(n = 1,2,...) define una sucesién infinita cuyos
primeros términos son

100, 100 - 1,08, 100 - 1,08%, 100-1,08°, ... ()
Si s es una sucesi6n infinita, se designa normalmente a sus términos s(1), s(2), s(3),...,s(n),...
por Si, S2, 83, ..., Sn, ..., €s decir, por la letra que representa a la funcién afectada de subindices.

Para representar a una sucesion infinita arbitraria se emplea la notacién {sn}32,, o simplemente
{sn}. También se hablard de una sucesion, en lugar de usar la locucién “sucesién infinita” (N. del
T).

Consideremos la sucesién (*) anterior. Si tomamos 7 suficientemente grande, se pueden hacer
los términos tan pequefios como se quiera. En este caso decimos que la sucesién converge a 0. En
general damos la definicion siguiente:

Se dice que una sucesion {sn} converge a un niimero 8 si se puede hacer sy, tan proximo a s
como se quiera, tomando N suficientemente grande. Escribimos

lim s, =s 6 S, — 8§ cuando 1 — o0
n—oo

Se.dice que una sucesién diverge cuando no converge a ningiin mimero real. Por ejemplo, la suce-
sién (*x) anterior diverge porque 100 - 1,08" ! tiende a oo cuando 7 tiende a oo. .
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La definicion de convergencia de una sucesién es un caso particular de la definicién previa de
que f(x) — A cuando £ — oo. Todas las reglas de célculo de limites de la Seccién 4.4 son vélidas
para limites de sucesiones.

Ejemplo 6.10
Escribir los 5 primeros términos de las sucesiones siguientes:

N R S =

Averiguar cudles convergen.

H

W —

1 1 1 1
lucién: T e S PR
Solucién: (a) {( ) } » T3 Ty

1 n
(b) {3+ (—) }: 3.1, 3,01, 3,001, 3,0001, 3,00001,...

10

© nd+1 2 9 28 65 126

C) S =51 Ty Ty TTy Ty Ty
n?+2 376 11" 187 27°

La sucesi6n (a) converge a 0 porque 1/n tiende a O cuando n tiende a co. La sucesién (b)
converge a 3 porque (1/10)" tiende a O cuando 7 tiende a 0o. La sucesién (c) es divergente.
Para probarlo basta observar que
n*+1 n+1/n?
S, = =
" n242 0 142/m2

Ahora se ve claro que s, — 0o cuando n — 00, luego {s,} diverge.

Ejemplo 6.11
Sea A,, n > 3, el 4drea de un n-dgono regular inscrito en una circunferencia de radio 1. Si
n = 3, Aj es el drea de un tridngulo; si n = 4, Ay es el 4rea de un cuadrado; si n = 5, As es
el 4rea de un pentdgono y asi sucesivamente (véase Figura 6.14).

FIGURA 6.14

Cuanto mayor sea 7, mayor es Ay, pero siempre es menor que 7, el 4rea de un circulo de radio
1. Intuitivamente se ve que la diferencia entre ™ y A,, se puede hacer tan pequeiia como se
quiera haciendo n suficientemente grande, luego

A, > cuando n — 00

En este ejemplo, A; y A, no significan nada, luego la sucesién comienza con As.
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La sucesién {A,} del ejemplo anterior converge al nimero irracional © = 3,14159265...
Otra sucesién que converge a 7w comienza de esta forma: s; = 3,1, s, = 3,14, s3 = 3,141,
84 = 3,1415, etcétera. Cada término se obtiene del anterior afiadiendo un digito de la expresién
decimal de 7. Para esta sucesién, s, — 7 cuando n — oo.

Considérese un nimero irracional r arbitrario. Al igual que en el caso de m, la expresién
decimal de r define una sucesi6én particular 7, de niimeros racionales que converge a r. De hecho,
cada niimero irracional es el limite de infinitas sucesiones distintas de niimeros racionales.

Ejemplo 6.12
A menudo es dificil determinar si una sucesién es convergente. Por ejemplo, considérese la
sucesién cuyo término general s, = (1+ 1/n)". ;Cree el lector que converge? Los valores de
Sy, para algunos valores de 1, se muestran en la tabla siguiente:

n 1 2 3 5 10 100 10.000 100.000

7" .
(1 + —) 2 225 287 249 259 2,70 27181 27182
n

Esta tabla parece sugerir que s, tiende a un nimero cercano a 2,718. Se puede probar que
{sn} si converge usando la siguiente propiedad general: toda sucesién creciente de nimeros
reales acotada superiormente es convergente. El limite de {s,} es un mimero irracional, que
se designa por e y que es una de las constantes mds importantes de las mateméaticas (véase
Secci6n 8.1). ’

Problemas
1 Sean )
3—n n‘+2n-—1
ap = = — n=12...
n m—1 y Bn 32 — 2 ( 12,..)
Hallar los limites siguientes:
(a) lim o (b) lim G, (¢) lim (3o, +40,)
n—o0 n—o00 n—o0
(d) nli)moo aﬂﬂﬂ (e) n]i)moo an /:8" (f) nlilbnoo IB" - an
2 Estudiar la convergencia de las sucesiones cuyos términos generales son los siguientes
2 n?—1 3n
@) sp=5-— (b) 8n = © Sn=—F=—
n 2n? —1

6.5 SERIES

Esta seccién estd esencialmente dedicada a estudiar series geométricas finitas ¢ infinitas. Estas series
tienen muchas aplicaciones en economia, como los cilculos sobre interés compuesto. Se estudian
algunas otras aplicaciones mas detenidamente en la seccién siguiente.

Series geométricas finitas

Comencemos con un ejemplo.
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Ejemplo 6.13
Este afio una empresa tiene unos beneficios de 100 millones de délares y se espera que crezcan
un 16% anual dentro de la préxima década. ;Cuailes son los beneficios previstos para el décimo
afio y cudles son los beneficios totales a lo largo del periodo entero?

Solucién: Los beneficios previstos para el segundo afio (en millones) son 100(1 + 16/100) =
100 - 1,16 (en millones) y para el tercer afio es 100 - (1,16)2. La ganancia prevista para el
décimo afio es 100 - (1,16)°. Los beneficios totales durante la década sern de

100 + 100 - 1,16 + 100 - (1,16)> + - -- + 100 - (1,16)° (%)
Usando una calculadora se halla que el total es, aproximadamente, 2.132 millones de délares.
Hemos hallado el total en (*) sumando 10 ndmeros con la calculadora. Este método es farra-

g0os0, especialmente cuando hay que sumar muchos términos. Vamos a explicar un método mas facil
para hallar este tipo de sumas.

Consideremos 1 nimeros a, ak,ak?,... ak™ !, Cada uno de ellos se obtiene del anterior
multipliciandolo por una constante k. Queremos hallar la suma
Sp=a+ak+ak*+--- 4 ak™ % + ak™! ‘ (1)

de esos nimeros. Esta suma se llama una serie geofnétrica finita de razén k. Para hallar la suma
Sy, de la serie se multiplican primero los dos miembros de (1) por &, lo que da
ks, = ak + ak® + ak® + -+ + ak" ! + ak™ 2)
Restando (2) de (1) se obtiene
sn — ks, =a —ak™ (3)

puesto que los otros términos (ak + ak? + - - - + ak™ ') — (ak + ak® + - - - + ak™!) se anulan.
Si k£ = 1, todos los términos de (1) son iguales a a y la suma vale s,, = an. Para k # 1, teniendo
en cuenta que S, — ks, = (1 — k)sp, (3) implica que

a— ak™
Sp = ——— 4
En definitiva:
Suma de una serie geométrica finita
a+ak+ak2+--~+ak"‘1=a1 p (k#1)
Ejemplo 6.14 «
En la suma (x) del Ejemplo 6.13 se tiene a = 100, k = 1,16 y n = 10. Por tanto, (6.10) da

1-(1,16)1°
1—-1,16

Se necesitan muchas menos operaciones con la calculadora que en el Ejemplo 6.13 para obtener
que la suma vale alrededor de 2.132.

100 + 100 - 1,16 + - - - + 100 - (1,16)° = 100
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Series geométricas infinitas

Consideremos la sucesién infinita de ndmeros

1 1 1 1 1

2’ 4 8 16 3

Cada término de la sucesion se forma dividiendo por 2 a su predecesor, de tal forma que el n-ésimo

término es 1 /2"_1. La suma de los n primeros términos es una serie geométrica finita de razén
k = 1/2 y el primer término es a = 1. Por tanto, (6.10) da

1,

1 1 1 1—(1/2)" 1
1+ - — e = =2 - — *
2+22+ +2"_1 1-1/2 2n—1 )
Nos preguntamos ahora qué significa la “suma infinita”
1 1 1 1 ’
1+—+—+—+---+ ERN (**)

2 22 23 m—1
Puesto que todos los términos son positivos y hay infinitos, pudiera pensar el lector que la suma debe
ser infinitamente grande. Sin embargo, si consideramos la férmula (*), vemos que la suma de los n
primeros términos vale 2 — 1/2"~! y que este nimero nunca es mayor que 2, independientemente
del n que tomemos. Cuando n aumenta, 1/2"~! se hace cada vez més préximo a 0 y la suma de
(*) tiende al limite 2. Esto hace que sea natural definir la suma infinita de (**) como el nimero 2.
Un ejemplo concreto: En una fiesta de cumpleafios hay dos tartas idénticas. La persona que celebra
su aniversario se come una tarta entera. De la segunda, el primer invitado recibe la mitad; el segundo,
un cuarto y asi sucesivamente. En otras palabras, se da a cada invitado la mitad de lo que queda. La
suma de (*) da cudnto queda después de que n — 1 invitados hayan recibido su racién (el anfitrién no
cuenta como invitado). De esta forma vemos cémo se pueden invitar a la fiesta a infinitas personas.
(Claro, el problema estd en que aun si cada tarta costase 1008, el valor de la porcién del decimotercer
invitado seria de poco més de 1 centavo.)

En general, nos preguntamos qué puede significar la “suma infinita”
a+ak+ak*+ - +ak" 4., (6.11)

Usamos la misma idea que en (**) y consideramos la suma s,, de los n primeros términos de (6.11).
Segdn (6.10),
1-k"
k+#1
—r (k#D

(Qué ocurre con esta expresién cuando n tiende a infinito? La respuesta depende evidentemente de
k™ porque es el dnico término que depende de n. De hecho, k" tiende a 0 si —1 < k < 1, mientras
que k™ no tiene limite si £k > 1 6 k& < —1. (Si el lector no se ha convencido ain de que esta
afirmacién es cierta, estudie los casos k = —2, k = -1,k = —1/2, k = 1/2 y k = 2.) Por tanto,
si |k| < 1, la suma s, de los n primeros términos de (6.11) tender4 al limite a/(1 — k) cuando
n tiende a infinito. Entonces decimos que este limite es, por definicién, la suma infinita (6.11).
También se dice que la serie infinita (6.11) converge. Resumiendo:

Sp=a

Suma de una serie geométrica infinita:

(6.12)
at+ak+ak®+ - tak" '+ = lfk (si|k| < 1)
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Usando la notacién para las sumas de la Seccién B.1, Apéndice B, la férmula (6.12) se convierte
en:

1—-%

S

Y aknt = 2 - (si |k < 1) (6.13)
n=1 ;

Si |k| > 1 decimos que la serie infinita (6.11) diverge. Una serie divergente no tiene suma (finita).
La divergencia es obvia si |k| > 1. Cuando k = 1, es s, = na, que tiende a +ocosia > 06 a
—o0 si a < 0. Cuando k = —1, es s, igual a a si n es impar e igual a 0 si a es par; aqui tampoco
hay limite cuando 7 — oo.

Se usan series geométricas en muchas aplicaciones econémicas. Estudiemos un ejemplo.

Ejemplo 6.15
Una estimacién grosera del total de reservas de petréleo y gas de la plataforma continental
noruega era de 12 - 10° toneladas al comienzo de 1981. La produccién de aquel afio fue de 50
millones (50 - 10°) de toneladas.
(a) (Cudndo se agotarén las reservas si se mantiene el nivel de produccién?

(b) Supongamos que se reduce cada afio la produccién en un 1% a partir de 1982. ;Cudnto
durarén las reservas en este caso?

Solucion:
(a) La duracién de las reservas es, evidentemente, de
12 - 10° )
= 2,4 - 10° = 240 afios
5-107

Se agotaran alrededor del afio 2220.

(b) La produccién en 1981 era de @ = 5-10°. La de 1982 era de a — a/100 = a-0,99. La de
1983 era de a - 0,99 y asi sucesivamente. Si esto continda infinitamente, el total extraido
seré

a+a-099+a-(09)Y+---+a-(0,99)" ! 4...
Esto es una serie geométrica de razén k = 0,99. Aplicando (6.12), la suma es
a

§ = — = 100a
1—0,99

Puesto que a = 5 - 107, se obtiene s = 5 - 10°, que es menor que 12 - 10°. Asi puede
continuar la extraccion por tiempo indefinido y siempre habrd una reserva de, al menos, 7
mil millones de toneladas.

Series generales (opcional)

La determinacién de Y, 1/n ocupé a Leibniz toda su vida

pero la solucion nunca estuvo a su alcance.
—H.H. Goldstine (1977)

Vamos a considerar brevemente series generales infinitas que no sean necesariamente geométricas,

a1 +ar+ay+ 4 an - (6.14)
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(Qué significa que esta serie infinita converge? Por analogia con la definici6n para series geométricas, se forma
la “suma parcial” s,, de los n primeros términos:

: Sp=a;+a;+---+a, (6.15)
En particular, s, = a;, S, = a3 + 4z, 53 = a; + @, + a3 y asi sucesivamente. Cuando n aumenta, las sumas
parciales incluyen cada vez mds términos de la serie. Por tanto, si 8, tiende al limite s cuando n tiende a
00, es razonable considerar a s como la suma de fodos los términos de la serie. En este caso decimos que la
serie infinita es convergente con suma s. Si S5 no tiende a un limite finito cuando n tiende a infinito, decimos
que la serie es divergente. En este caso la serie no tiene suma. Al igual que con los limites de funciones, si
S$p, — 00 cuando n — 00, esto no se considera como un limite.

En el caso de las series geométricas, era fécil determinar su convergencia porque se calculé una expresién
sencilla de s,,. Normalmente no serd posible hallar una férmula sencilla de la suma de los n primeros términos
de la serie y, por tanto, el problema de decidir si una serie converge o diverge puede ser muy dificil. No hay un
método general para saber si una serie converge o no. Sin embargo, hay unos cuantos tests estindar, llamados
criterios de convergencia o divergencia, que dardn una respuesta en muchos casos. En economia se usan rara
vez estos criterios.

Hagamos una observacién general: si la serie (6.14) converge, el n-ésimo término debe tender a 0 cuando
1 tiende a infinito. El razonamiento es sencillo: si la serie es convergente, entonces la s, de (6.15) tenderd
a un limite s cuando n tiende a infinito. Ahora bien, a,, = S, — Sp—_; ¥, por la definicién de convergencia,
Sn—1 tendera también a s cuando n tienda a infinito. De aqui se deduce que a, = 8, — s,_; debe tender a
8 — 8 = 0 cuando 7 tiende a infinito. Dicho brevemente,

aj+a;+---+a,+--- converge —> lim a, =0 (6.16)
n—oo
La condicién de (6.16) es necesaria para la convergencia, pero no suficiente. Esto es, una serie puede verificar
la condicion lim,,_,, @, = 0 y ser divergente. Este hecho se verific6 en el siguiente ejemplo tipico, que dio a
Leibniz un trabajo infinito.

Ejemplo 6.16
La serie
1+%+%+%+...+:_1+... (6.17)

se llama la serie arménica. Su n-ésimo término es 1/n, que tiende a 0, pero la serie es divergente. Para
probar esto, agrupamos los términos de la forma siguiente:

I+34 G+ D+ + - +D+G+H+ )+ G+ 5)+ (%)
Entre el primer par de paréntesis hay dos términos, uno mayor que 1/4 y el otro igual a 1/4, luego su
suma es mayor que 2/4 = 1/2. Entre el segundo par de paréntesis hay cuatro términos, tres mayores que
1/8 y el dltimo igual a 1/8, luego su suma es mayor que 4/8 = 1/2. Entre el tercer par de paréntesis hay
ocho términos, siete mayores que 1/16 y el dltimo igual a 1/16, luego su suma es mayor que 8/16 = 1/2.
Entre el cuarto par de paréntesis hay dieciséis términos, quince mayores que 1/32 y el dltimo igual a 1/32,
luego su suma es mayor que 16/32 = 1/2. Este patr6n se repite infinitamente. Entre el n-ésimo par de
paréntesis habrd 2™ términos, de los cuales 2” — 1 son mayores que 2~ ™! mientras que el dltimo es
igual a 27"~ luego su suma es mayor que 2" - 27"~ = 1/2. De todo esto se deduce que la serie de
(x) debe ser divergente porque su suma es mayor que un némero indefinido de fracciones iguales a 1/2.

Un ejemplo concreto: Si se organiza una fiesta de cumpleafios con infinitos invitados y el anfitrién se come una
tarta, su mejor amigo la mitad, la siguiente persona un tercio, y asi sucesivamente, jhabra que comprar infinitas
tartas!

Se puede demostrar en general

—_

véase Problema 12 en la Seccién 11.3) que

es convergente <= p > 1 (6.18)

[V]8
2=

3
ﬂ‘
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AN

Problemas

1 Hallar la suma s,, de la serie geométrica finita

1 1 1
1+3+-3—2+ +3n—-1

(A qué limite tiende s, cuando n tiende a infinito? Calcular

o0

3n—1
n=1

2 Determinar cuéles de las series siguientes son geométricas y hallar la suma de las geométricas convergen-

tes:
(a) 8+1+1/8+1/64+--- (b) —2+6—18+54— ...
() 23 41+27 34272 (d 1—-1/2+1/3—1/4+---
3 Estudiar la convergencia de las series geométricas siguientes y calcular la suma de las que la tengan:
1 1 1
a) —+—=+—5+- b z+yz+1+1//z+--
@ S+ vz /
= 1 1
n
c T d) 1+ —+——+
© ; @ l+xz  (1+x)
4 Hallar la suma
> —k
Zb(1+——) (» > 0)

k=0

5 El consumo mundial total de hierro en 1971 fue de, aproximadamente, 794 millones de toneladas. Si el
consumo aumenta un 5% anual y las reservas son de 249 - 10° toneladas, ;cuénto durarin?
6 Probar que las series siguientes divergen:
0 n o] 0
a — b 101/100)"
@ > 1 (b) ) (101/100) Z l/n

n=1 n=1

7 Estudiar la convergencia o divergencia de las series siguientes:

@ 3 (1o0/100” ® > — © > i

(@) Z © Y. (—5) ® > (VI
n=1 n=1
8 Sex d 1 1 1 1 1
=D T2t2s et e
Usando la identidad I I ,

k(k+1) Tk k+1

probar que 5, = n/(n + 1) y luego hallar la suma de la serie infinita

Zk(lc+1)
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6.6 VALOR ACTUAL DESCONTADO E INVERSION

Mil délares en mano hoy valen mas que la misma cantidad en una fecha futura. Una de las razones
es que se pueden invertir estos 1.000$.2 Si el tipo de interés es del 11% anual, después de 6 afios
los 1.000$ se habran convertido en 1.000(1 + 11/100)® = 1.000 - (1,11)° ~ 1.870$ (véase Seccién
A.1 del Apéndice A).

Visto de otra forma, si se deben pagar 1.870 délares dentro de 6 afios y el tipo de interés es
del 11% anual, entonces el valor actual de esa cantidad es de 1.0008. Como 1.000$ es menos
que 1.8708, decimos que 1.000$ es el valor actual descontado (o VAD) de 1.870$. La razén
1.000$/1.870$ se llama el factor de descuento. El tipo de interés, 11% anual en este caso, se
llama la tasa de descuento.

Supongamos que hay que hacer tres pagos: uno de 1.000$ dentro de 1 afio, otro de 1.500$
dentro de 2 afios y uno final de 2.000$ dentro de 3 afios. ;Cudnto habra que depositar hoy en una
cuenta de ahorro, al 11% anual, para poder cubrir esos tres pagos? Esa cantidad se llama el valor
actual de los tres pagos.

Para tener 1.000$ dentro de 1 afio, debemos depositar hoy la cantidad x, definida por la ecua-

cién 11 1.000 1.000
T {14+ — ] =1.000 stoes, I;= - = —
! ( + 100) o YT Tr1j100 T 1,11
Para tener 1500$ dentro de 2 afios, debemos depositar hoy la cantidad x, definida por la ecua-
cién

- (1+ 11 )2 1500 o 1.500 1.500
: — | =1.500, esto es, Ty = =
g 100 27T (14 11/100)2 — (1,11)

Finalmente, para tener 2.000$ dentro de 3 afios, debemos depositar hoy la cantidad 3 definida
por la ecuacién

(1 L u ) 2 000 t 2.000 2.000
— ] =2 esto es, T = =
100 o0 3T A+ 11/1008 (1,113

Por consiguiente, el valor actual total de los tres pagos, que es la cantidad A que hay que depositar
hoy en cuenta para cubrir esos pagos, es
' 1.000 1.500 2.000
+ +
1,11 (1,112 (1,11)3
Este total es, aproximadamente, 900,90 + 1.217,43 + 1.462,38 = 3.580,71.

Supongamos ahora que hay que hacer n pagos sucesivos ai, ..., Gy, con a; para dentro de
1 afio, a; dentro de 2 afios y asi sucesivamente. ;Cudnto hay que depositar hoy en una cuenta, a
un interés del p% anual, para poder cubrir esos pagos futuros? En otras palabras, jcudl es el valor
actual de todos esos pagos? Sea r = p/100 el factor de interés.

Para tener a; dentro de 1 afio debemos depositar a;/(1 + ) hoy, para tener a, dentro de 2
afios debemos depositar a,/(1 + 7)* hoy y asi sucesivamente. La cantidad total A, que debemos
depositar hoy para cubrir los 7 pagos es, por tanto,

a; a an
An = T+r (1+7)? e (1+7)"

A=

(6.19)

En otras palabras:

2 Sise espera que los precios aumenten, otra razén para preferir 1.000$ hoy es la inflacién, porque 1.000$ futuros tendran
menos poder adquisitivo que 1.000$ de hoy.
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El valor actual de los n vencimientos a,, a3, ..., @, donde el primero, a,, es para dentro de
1 afio y los siguientes a intervalos de 1 afio, al tipo de interés del p% anual, viene dado por
(6.20)
a
Ap = *—  donde T = p/100
" ; (1+7)° p/
Ocurre a menudo que los pagos anuales son iguales, luego ay = a, = -+ = a, = a. Enton-

ces (6.19) es una serie geométrica finita de 7 términos. El primer término es a/(1 + 7) y la razén
1/(1 + 7). Segiin la férmula (6.10), con k = (1 +7)~%, la suma es
a 1—(1+7‘)_"_a[ 1 J

(147

(la segunda igualdad se verifica porque, simplificando el denominador de la expresién central, se
obtiene 7). Se tiene, por tanto, lo siguiente:

Tltri-(+n) 7

n

El valor actual de n vencimientos de a délares cada uno, donde hay que pagar la primera
cantidad dentro de un afio y las siguientes a intervalos de 1 afio, con el tipo de interés del p%
anual, esta dado por

A a a _ g [ 1 ] (6.21)

=—+t ===l
1+7 (1+r)" (1+r)m

donde r = p/100.

Ejemplo 6.17
(Cuél es el valor actual de 10 vencimientos anuales de 1.000$, si hay que pagar el primero
dentro de 1 afio y el tipo de interés es del 14% anual?

Solucién: Usando (6.21) con a = 1.000, n = 10 y 7 = 14/100 = 0,14 se obtiene
1000

A= ——
7 0,14

1

Ejemplo 6.18

Hay que pagar un préstamo hipotecario de 50.000$ de hoy en anualidades iguales durante 15
afios, con el primer vencimiento dentro de un afio. El tipo de interés es del 8%. ;De cudnto son
los pagos anuales?

Solucién: Podemos usar (6.21) de nuevo. Esta vez, A;s = 50.000, 7 = 0,08 y n = 15. Asi se
obtiene la ecuacién siguiente para calcular el importe anual a:

a 1
50.000 = 1—
0,08 [ (1,08)15}

Por tanto, 50.000 = a - 8,55948, luego a = 5.841.
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Si n tiende a infinito en (6.21) y si 7 > 0, (1 + 7)™ tender4 a infinito, y asi A, tenderd a
A=a/r:
a 4 a 4.
T+r (1+47)?

Por tanto, a = rA. Esto corresponde al caso en que una inversién de A délares rinde a délares
anualmente a perpetuidad, al factor de interés 7.

= f:- (r > 0) (6.22)

Proyectos de inversion

Consideremos n nimeros ag, ai, - - . , @n-.; que Tepresentan las rentas devengadas en afios sucesivos
por una inversién. Los mimeros negativos representan pérdidas, los positivos ganancias y a; corres-
ponde al afio ¢-ésimo, mientras que @ corresponde al periodo actual. En la mayoria de los proyectos
de inversién, ap es un nimero negativo grande, porque siempre hay un gasto grande antes de la
percepcion de beneficios. Si consideramos un tipo de interés del p% anual y escribimos r = p/100,
el valor actual neto de los beneficios devengados por el proyecto estd dado por

| + a2 4t _On1
1+7r (1+7)? 1+r)!

Se usan varios criterios distintos para comparar proyectos de inversion alternativos. Uno de ellos es
éste: Elijase el proyecto cuya linea de beneficios tenga el mayor valor actual neto A. El tipo de
interés a utilizar puede ser el normal para inversiones de capital. Esta regla es la extensién natural a
muchos periodos de la maximizacién estitica del beneficio, con los factores de descuento (1 + r)_l,
(14-7)72, .. .ligados a beneficios futuros como los precios del dinero futuro (que tiene menos valor
que el actual).

Un criterio distinto se basa en la tasa interna de rendimiento, que se define como el factor
de interés que hace que sea cero el valor actual de la suma de todos los pagos. En el caso de un
proyecto de inversion que rinda los beneficios ag, a4, ..., Gn_1, la tasa interna de rendimiento es
un nimero 7 tal que

A=ao+

U, %y Onl
T lar T (14 1+ 7)1
Si dos proyectos de inversién tienen cada uno una Wnica tasa interna de rendimiento, un criterio
para elegir entre ellos es dar preferencia al que la tiene mayor. Nétese que (6.23) es una ecuaci6n
polinémica de grado m — 1 en el factor de descuento (1 4+ 7)~!. En general, esta ecuacién no
va a tener una unica solucién positiva 7. No obstante, el Problema 7 describird un caso particular
importante en el que hay una inica tasa interna de rendimiento.

a =0 (6.23)

Problemas

1 ;Cuil es el valor actual de 15 depésitos anuales de 3.500% cada uno, el primero a un afio vista, a un interés
del 12% anual?

2 Hay que abonar a una persona derechos de autor por un libro. Se le ofrecen dos alternativas:
(a) Un pago de inmediato de 21.000$
(b) S pagos anuales iguales de 4.6008, el primero de forma inmediata.

(Cua! de las alternativas es mds rentable para el autor, si el tipo de interés es del 6% anual?

3 A estd obligado a pagar a B 1.000$ anuales durante 5 afios, con €l primer pago a 1 afio vista. B vende
esta deuda a C por 4.3408 en efectivo. Hallar la ecuacién que determina la tasa interna de rendimiento p
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que C obtiene con esta inversién. ;Puede probar el lector que el tipo de interés es ligeramente inferior al
5%?

4 Una empresa constructora pretende comprar un solar y tiene tres opciones de pago:

(a) Pagar 67.000% en efectivo.

(b) Pagar 12.000$ anuales durante 8 afios, con el primer vencimiento al dia de hoy.

(c) Pagar 22.000$ en efectivo y posteriormente 7.000$ anuales durante 12 afios, con el primer venci-
miento para dentro de 1 afio. '

Determinar la forma de pago mds barata si el tipo de interés es del 11,5% y la empresa dispone de,

al menos, 67.000% en efectivo. ;Qué ocurre si la empresa puede permitirse pagar inmediatamente sélo
22.000%? ;O si el tipo de interés es del 12,5%?

5 Supongamos que en (6.23) tenemos a; = a, para ¢ = 1,2,.... Si n es muy grande, hallar una expresién
aproximada de la tasa interna de rendimiento.

6 El valor actual descontado de un pago D que crece a una tasa constante g cuando la tasa de descuento es
T estd dado por
D  D(l1+g)  D(1+g)?
1+r  (1+7)? (L+7)3
donde T y g son positives. ;Cudl es la condicién de convergencia? Probar que si la serie converge a una
suma P,, entonces Py = D/(r — g). '

7 Consideremos un proyecto de inversién con pérdida inicial ay < 0 y ninguna pérdida posterior. Suponga-
mos también que la suma de los beneficios posteriores es mayor que la pérdida inicial. Probar que existe
una Unica tasa interna de rendimiento que es positiva. (Indicacion: Sea f(r) la expresién del miembro de
la izquierda de (6.23). Estudiar f(r) y f'(r) en el intervalo (0, 0o).)

6.7 UN ESTUDIO RIGUROSO DE LOS LIMITES (OPCIONAL)

Nuestra definicién preliminar del concepto limite en la Seccién 4.4 era la siguiente:

limg 4 f(x) = A quiere decir que f(z) se puede hacer tan préximo a A como
deseemos, para todo z suficientemente préximo a (pero no igual a) a

(1)

La proximidad o, mas generalmente, la distancia entre dos nimeros es el valor absoluto de la diferencia entre
ellos. Estudiemos brevemente algunos ejemplos de uso de valores absolutos antes de ir mds lejos.

Ejemplo 6.19
Usar valores absolutos y dobles desigualdades para responder a las siguientes cuestiones:
(a) (Qué nimeros x distan de 5 menos que 0,1?
(b) ¢Qué nidmeros x distan de a menos que §?

Solucion:

(a) La distancia entre & y 5 es |z — 5|, luego la respuesta es que | — 5| < 0,1. Usando (14) de la
Seccién 1.4, se puede escribir equivalentemente —0,1 < £ — 5 < 0,1. Sumando 5 a cada miembro
se obtiene 4,9 < = < 5,1. (El resultado es obvio: Los nimeros = que distan de 5 menos que 0,1
son los que estdn entre 49 y 5,1.)

(b) En este caso la respuesta es |z — a| < § 6 —§ < z — a < 4. Sumando a a cada miembro se tiene
a— 8 < T < a+ 4. También se puede escribir que = € (a — §,a + 8).

Se pueden usar valores absolutos para reformular (1) como sigue:

lim;, o f(z) = A quiere decir que podemos hacer | f(x) — A| tan pequefio como (2)
queramos para todo T # a con |1‘ - a| suficientemente pequefio. )
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Nétese que la condicién = # a equivale 2 0 < |z — a.
El matemdtico alemén Heine fue el primero en darse cuenta (en 1872) de que esta formulacién se podia
precisar con la siguiente definicién £6:

Decimos que f(z) tiende al limite A cuando z tiende a a, y escribimos limy_,, f(z) = A, cuando,
para cada ndmero € > 0, existe un niimero § > 0 tal que (6.24)

|f(z) — Aj <e siempreque O0<|z—al<é

y = f(z)

a—da + 4
FIGURA 6.15 Para todo ¢, existe un §, luego limy_, 5 f(x) = A.

La definici6n (6.24) viene ilustrada en la Figura 6.15. Nétese que la tolerancia € para la desviacién de f(x) estd
marcada sobre el eje y, y la desviacién correspondiente ¢ de  estd marcada sobre el eje z. Geométricamente,
el que f(xr) — A cuando x — a significa que la grifica no solamente debe entrar en el rectingulo PQRS,
sino también debe “salir de” sus lados verticales. Notese que se debe elegir § > 0 de tal forma que,siz £ ay
x € (a—~ d,a+ 6), entonces f(x) pertenece al intervalo (A ~ e, A+ ¢€). Si se elige un € > 0 menor, también
habra que elegir usualmente un & menor. Entonces & depende, en general, de €. Esta interaccion entre €'y &
es el punto crucial de la definicion: No importa cudn pequefio se elija € > 0 para poder hallar un § > 0 que,
cuando z diste de @ menos que 8 (y = # a), entonces f(x) diste de A menos que €.

El haber visto esta definicién €6 de limite debe considerarse como parte de la educacién matemdtica
individual. Sin embargo, si el lector tiene dificultades con esta definicién y con los razonamientos que se basan
en ella, estd ciertamente en buena compaiifa. Cientos de miles de estudiantes de matematicas del mundo entero
luchan con esta definicién cada afio. Mds atin, muchos de los mejores matematicos del mundo en el siglo XIX
no pudieron resolver problemas importantes por carecer de una definicién precisa de limite. Por tanto, este
concepto tampoco llegd faciimente.

Ejemplo 6.20
Usar (6.24) para probar que
Ihm_}3 Bz -2)=1 (1)
Solucién: En este caso, f(x) =3z —2,a =3y A = 7. Por tanto,
[f(z) — A| = |3z —2) = 7| = 3z — 9] = 3]z — 3| @

Sea dado € > 0. Se ve en (2) que |f(x) — A| = 3|z — 3| < € siempre que 0 < |z — 3| < /3. Por
tanto, | f(z) — A] < £ si |z — 3| < 4, donde & = £/3. La definicién (6.24) implica entonces que (1) es
correcta.

Nétese que el valor de § en la definicién {6.24) no es dnico. Una vez encontrado un valor de &, cualquier

valor menor de § funcionard también. En el Ejemplo 6.20 hemos elegido & = ¢/3; podriamos haber elegido
cualquier § < €/3, pero no & = /2.
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La demostracién que hemos hecho en el ejemplo 6.20 es la méds ficil que se puede dar para un limite.
Usualmente se requiere un poco mds de chispa. Consideremos un ejemplo mas tipico.

Ejemplo 6.21
Probar mediante la definici6n £§ que, si a > 0, entonces

lim V7 = v/a )

Solucién: En este caso f(x) = /T y A = y/a. Dado un £ > 0 arbitrario hay que calcular un § > 0 tal
que

|[f(z)— Al =|VT—+Va|<e cvando 0<|r—a|<§ 2
Es una buena idea expresar |,/ — v/a| en términos de |z — a|. Usamos un artificio algebraico muy
corriente:
_|WE-VaWE+VE)|_ -l

Puesto que /T + \/a > +/a siempre que T > 0, se deduce de (3) que

 Jal |z — a| ——l—z—a
|V fl————ﬁ+ﬁsﬁ| |

Asi se ve que, si |T — a| es pequefio, entonces |v/T — v/a | es pequefio también. Mds precisamente:

IVE-val < 2= fe—al <e

cuando 0 < |z — a| < § = €v/a.

Hemos estudiado hasta ahora casos en los que existe el limite. ;Qué significa que f(x) no tiende al
niimero A cuando x tiende a a? La negacién de (6.24) nos da (comparar con el Problema 9(d) de la Sec-
ci6n 1.5) lo siguiente:

f(z) no tiende al limite A cuando x tiende a a si existe un € > O tal que,

para todo § > 0, existe un nimero T que verifica que 0 < |t —a| < 8 y (6.25)
|f(z) — Al 2 e.

La Figura 6.16 describe la definicién (6.25). Si elegimos € como en la figura vemos que, si & es ligeramente
mayor que a, la distancia |f(x) — A| es mayor que . Para todo § > 0 existe un niimero T que verifica
0<|z—a|<dy|f(z)— A| > €. Esto prueba que f(z) no tiende al limite A cuando z tiende a a.

FIGURA 6.16

Extensiones del concepto de limite

En la Seccién 6.1 hemos extendido heuristicamente el concepto de limite de varias maneras distintas.
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Se pueden precisar esas definiciones de la misma manera que (6.24). Mencionamos sélo la siguiente:

limgz—,00 f(z) = A quiere decir que, para cada € > 0, existe un niimero
N tal que |f(z) — A| < e paratodo z > N

Usar la Figura 6.4 de la Seccién 6.1 para ver mejor esta definicién.
El teorema siguiente, “geométricamente obvio”, es muy til:

Regla del encaje para limites

Supongamos que f(z) < g(z) < h(z) para todo z de un intervalo centrado en a, pero no
necesariamente en a. Si existe un nimero M tal que lim,_,q f(z) = limzq h(z) = M,
entonces limg . glz) =M

(6.26)

(6.27)

Este teorema se ilustra en la Figura 6.17. Puesto que g(z) estd “encajada” entre dos funciones que
tienden a M cuando £ — a, g(x) debera también tender a M cuando £ — a. Se puede probar
este teorema usando la definicién (6.24), pero no lo vamos a hacer. Probablemente el lector curioso
querrd demostrar (6.27) sin ayuda.

y

FIGURA 6.17

Una definicion ¢d de continuidad

En (6.2) Seccién 6.2 definimos el concepto de continuidad en términos del de limite. Usando la
definicién precisa (6.24) podemos dar la siguiente definicién €4 de continuidad:

f es continua en z = a si, para todo € > 0, existe § > 0 tal que |f(z) — f(a)| < € siempre

que |z —a| < 6. (6.28)

Nétese que no es necesario exigir que | — a| > 0 porque, si |z — a| = 0, entonces £ = a y asi

|f(z) = f(a)| =0.

Problemas

1 Usar (6.24) para demostrar que limg_,_; (52 + 2) = —3.
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2 Probar que, para |z| < 1, se tiene [(z+1)*—1| < 7|z|. Usar esto y la definicién de limite para demostrar
que limy_yo (x + 1)® = 1. (Es continua f(z) = (z + 1)’ en = = 0?

3 Sea f(z) =2 — %zz 'y h{z) = 2 + x*. Supongamos que lo tnico que sabemos de la funcién g es que
f(z) < g(z) < h(z) para todo z. Hallar lim,_,o g()

4 Usando la definicién de limite, probar que:
4z® — 100 z? ~ 7t

. _ i
® zh—+mS r—35 40 () ey T+

= =27

Indicacién: Simplificar las fracciones.



7

Consecuencias de la
continuidad y de la

derivabilidad

De hecho, el teorema del valor medio es un
lobo con piel de cordero y es EL teorema
Jundamental del calculo diferencial.

—=R. G. Bartle (1964)

Las tres primeras secciones de este capitulo tratan de teoremas que son muy importantes desde un
punto de vista teérico. Esos resultados son “mas bien obvios”, intuitivamente hablando, pero para
dar demostraciones precisas de ellos hay que basarse en un estudio muy fino de la continuidad y del
sistema de los nimeros reales. Normalmente omitimos esas demostraciones.

El resultado mas util de la Seccién 7.1 es el teorema del valor intermedio y su corolario el
Teorema 7.2. Hay que aprender a aplicarlos. Los resultados de la Seccién 7.2 forman la base de la
teoria de la optimizacién, que se estudia en el Capitulo 9, y que es un tema clave en economia. La
Seccién 7.3 trata del teorema del valor medio y sus consecuencias. Este teorema es una herramienta
de primera importancia para un tratamiento preciso del cdlculo. De hecho, la mayor parte de los
estudiosos de las matematicas encuentran muy razonable este teorema y sus corolarios. El problema
estd en que muchos de nosotros no aceptamos ficilmente, por ejemplo, el que una funcién tenga
un tnico punto de continuidad, a menos que veamos un ejemplo como el del Problema 4 de la
Seccién 7.1. No obstante lo anterior, reconocemos que no es necesario comprender esta seccién para
leer el resto del libro.

La dltima parte del capitulo presenta varios temas de mateméticas que surgen a menudo en
andlisis econémico. La Seccién 7.4 estudia la férmula de Taylor, con la cual se analiza el error
resultante de aproximar una funcién por un polinomio. En la Seccién 7.5 se estudia la regla de

169
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I’Hoépital para formas indeterminadas, que es ttil a veces para calcular limites. Finalmente, en la
Seccidén 7.6 tratamos con detalle las funciones inversas, que ya vimos brevemente en la Seccién 3.6.

7.1 EL TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Una razén importante para introducir el concepto de funcién continua era el distinguir entre funciones
cuyas grificas son “conexas” y aquéllas que tienen uno o varios saltos. ;Podemos estar seguros de
que la definicién €4 de funcién continua es la correcta en este sentido? El siguiente teorema da la
respuesta.

Teorema 7.1 El teorema del valor intermedio

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] tal que f(a) # f(b). Entonces f(z)
toma todos los valores intermedios entre f(a) y f(b) cuando x recorre [a, b].

El significado geométrico de este teorema esta explicado en la Figura 7.1. En ella, m es
cualquier nimero entre f(a) y f(b). El teorema dice que la grafica de la funcién continua f corta a
la recta y = m en un punto (¢, m) al menos, es decir existe ¢ tal que f(c) = m. Este teorema no es
evidente en absoluto. Una demostracién rigurosa requiere el uso de la definicién 4 de continuidad.

y=f(z)

;
+—

a

FIGURA 7.1

.

Ly=zf+322 -2z -1

OT
Q.T_
|
8

-1

-2
FIGURA 7.2

Una consecuencia 1itil e inmediata del teorema del valor intermedio es la siguiente:
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Teorema 7.2

Sea f una funcién continua en [a,b] tal que f(a) y f(b) tienen signos distintos. Entonces
existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

171

Este teorema es importantisimo para demostrar la existencia de soluciones de ecuaciones que no se
pueden resolver explicitamente.

Ejemplo 7.1 .
Demostrar que la siguiente ecuacién tiene al menos una solucién entre 0 y 1:

z®+3c> -2~ 1=0 (%)

Solucién: Ponemos f(z) = x° + 32> — 2z — 1. Entonces f es continua para todo = porque
es un polinomio —en particular lo es en el intervalo {0, 1]. Ademds, f(0) = —1y f(1) = 1.
Por el Teorema 7.2 deducimos que existe al menos un ¢ € (0, 1) tal que f(c) = 0. Por tanto,
la ecuacién () tiene al menos una solucién entre 0 y 1 (véase Figura 7.2).

Si nos interesase. calcular més exactamente una solucién de la ecuacién (*) en el intervalo
1

[0, 1] habria que aplicar el siguiente procedimiento. Témese el punto medio entre 0 y 1, ¢ = 5.
Calculando f (%) se ve que es negativo. Por tanto, hay una solucién en el intervalo (%, 1). Tomando
el punto medio z = % de este intervalo y calculando f( %), obtenemos nuevamente un nimero
negativo. Por consiguiente, hay una solucién en (%, 1). Continuando de esta forma podemos calcular
la solucién con la aproximacion que se desee. Hay que advertir que hay procedimientos mucho més

efectivos que éste para calcular numéricamente una solucién.

Ejemplo 7.2
Probar que, para todo a > 0, la ecuacién

=a (*)

tiene una tnica solucién positiva £ = ¢. (Se designa a esta solucién por v/a, la raiz cdbica de
a.) ‘

Solucién: Sea f(x) = x> —a, que es continua para todo T, en particular en el intervalo [0, a+1].
Ademids, f(0) = —a <0y f(a+1) = (a+ 1)’ —a =a®+3a%> + 2a + 1 > 0, luego existe
un niimero ¢ € (0,a + 1) tal que f(c) =c* —a =0, y asi ¢ = a.

Para probar que ¢ es linica, supongamos que ¢; y ¢, son dos soluciones positivas de la
ecuacién. Se tiene que
d—g=(a-a)d+aa+d) (%)
como se puede comprobar ficilmente desarrollando la expresién de la derecha y simplificando.
Como ¢ + ¢;¢; + ¢ es positivo, se deduce de () que ¢; # ¢; = ¢ # . Esto prueba que
la ecuacién () tiene una tnica solucién & = /a. (De hecho (x) tiene también solucién tnica
si a es negativo.)

Nota: El teorema del valor intermedio, junto con la definicién €6 de continuidad, implican que,
cuando una funcién es continua en un intervalo, su grifica merece bien el nombre de “conexa”. Sin
embargo, hay que advertir de los peligros de interpretar el concepto de funcién continua demasiado
_intuitivamente. En efecto, si nos apoyamos exclusivamente en la intuicién, son dificiles de entender
los hechos siguientes: ‘
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1. Existen funciones que son continuas en un solo punto (véase Problema 4).
2. Existen funciones que son discontinuas para todo x (véase Problema 4).
3. Existen funciones’continuas que no son derivables en ningin punto.

El iltimo hecho puede ser el mis sorprendente porque es imposible dibujar la grifica de una tal
funcién. Ocurre como si la funcién oscilara tanto que tiene “esquinas” en todo punto. No obstante,
estas funciones han jugado recientemente un papel importante en el andlisis de mercados financieros.

Problemas
1 Probar que cada una de las siguientes ecuaciones tiene al menos una solucién en el intervalo dado.
(a) 2" — 525+ 2> —1=0en(—1,1).
(b) 2*+3r—8=0en(-2,3).

() Vz?+1=3zen (0,1).

2 Probar que, cualesquiera que sean los coeficientes, la ecuacién
P tart+br+c=0
tiene al menos una rafz real. Generalizar este resultado al caso de
' "+ a " '+ dan 4 a,=0
donde n es impar. ;Por qué falla este razonamiento cuando 7 es par?

3 “Demostrar” que cualquier adulto midi6 alguna vez 1 metro de altura.

Problemas avanzados

4 Consideremos las funciones f y g definidas por

Flz) = x, g irracional ) = 1, =z racional
*)= 0, x racional y 9( 0, <z irracional

Probar que f es continua sélo para £ = 0 y que g es discontinua para todo .

5 Supongamos que f(z) es una funcién continua de [a, b] en [a, b], es decir que su dominio y su con]unto
final son iguales a {a, b]).
(a) Dibujar esta funcién junto con la recta y = .
(b) Demostrar que la ecuacién f(x) = « tiene al menos una solucién en [a, b]. (Cualquier solucién de
f(x) = z se llama un punto fijo. El resultado que aqui se pide probar es un caso particular sencillo
del teorema del punto fijo de Brouwer, que se usa frecuentemente en economia.!)

7.2 EL TEOREMA DE LOS VALORES EXTREMOS

Una de las aplicaciones méis antiguas e importantes del cdlculo es hallar los puntos del dominio
de una funcién en los cuales alcanza sus valores maximo y minimo. Los ejemplos de funciones
cuadréticas de la Seccién 3.2 y las discusiones generales de capitulos posteriores muestran cémo
estos problemas tienen un papel especialmente importante en andlisis econémico. Nos referimos
normalmente a esos puntos como el maximo o el minimo. Si no deseamos distinguir, se les llama
puntos 6ptimos. Asi, si D es el dominio de f(z), entonces

¢ € D es un maximo de f < f(x) < f(c) paratodo z € D (7.1)

! véase, por ejemplo, K. C. Border, Fixed Point Theorems with Applications to Economics and Game Theory, Cambndge
University Press, New York, 1990.
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d € D es un minimo de f <= f(z) > f(d) paratodo z € D (1.2)

En (7.1) se llama a f(c) el valor maximo; en (7.2) se llama a f(d) el valor minimo.
El teorema siguiente suministra condiciones suficientes para la existencia de maximo o minimo.

Teorema 7.3 El teorema de los valores éptimos

Si una funcién f es continua en un intervalo [a, b] cerrado y acotado, tiene en él un méximo y
un minimo.

La demostracién de este teorema es sorprendentemente dificil. Sin embargo el resultado es facil
creer. Imaginemos, por ejemplo, un ciclista que recorre una carretera con cuestas. La altura de la
carretera sobre el nivel del mar es una funcién continua de la distancia recorrida (véase Figura 7.3).
Durante el trayecto, el ciclista ha de pasar, necesariamente, por un punto P de altura m4xima y por
otro ¢ de altura minima, como muestra la figura.

Y
p
Q
a b
FIGURA 7.3

Nota: Uno de los errores mas comunes que se producen en la interpretacién del Teorema 7.3 es el que se
describe a continuacién, que estd tomado de un examen realizado por un estudiante. “La funcién es continua,
pero como no esti definida en un intervalo cerrado y acotado, el teorema de los valores extremos prueba que no
tiene un méximo.” El error estd en que, aunque las condiciones del teorema son suficientes, no son necesarias
para la existencia de un punto éptimo. En el Problema 3 se pide estudiar una funcién definida en un intervalo
que no es cerrado ni acotado, ni siquiera es continua, pero tiene un maximo.

Si no se verifica alguna de las condiciones del Teorema 7.3, puede que no exista un mdximo o
un minimo. Esto se ve en las Figuras 7.4 a 7.6.

Y.

a c b

FIGURA 7.4 f estd definida en [a, b] pero es discontinua en x = c. No existe méximo.
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y = f(z)

a ) T

FIGURA 7.5 f esta definida en (a, b). f es continua pero no tiene maximo ni minimo.

y

T
y = f(z)

—

a

FIGURA 7.6 f esta definida en [a, 00). f es continua pero no tiene maximo.

El teorema de los valores extremos no da pistas de c6mo resolver el problema de hallar los
méximos y minimos de una funcién. Como un resultado muy parcial, probamos aqui una condicién
necesaria de la existencia de punto 6ptimo: que en todo maximo o minimo de una funcién derivable
que sea interior al intervalo, la derivada sea cero. Geométricamente esto significa que la tangente
a la gréfica de la funcién en el punto correspondiente sea paralela al eje x. Este resultado es muy
intuitivo.

Teorema 7.4

Supongamos que f estd definida en un intervalo I y sea ¢ un punto interior de I (esto es,
distinto de los puntos inicial y final). Si ¢ es un maximo o un minimo de f, y si existe f'(c),
entonces

fller=0 (7.3)

Demostracién: Supongamos que f tiene un méximo en c¢ (el caso de minimo es an4logo). Si el valor absoluto
de h es suficientemente pequefio, entonces ¢ + A € I porque ¢ es un punto interior de I. Como ¢ es
un méximo, f(c + h) — f(c) € 0. Si h es suficientemente pequefio y positivo, el cociente de Newton
[f(c+h)— f(c)]/h < 0. El limite de este cociente cuando i — 0* es por tanto < 0. Como existe f'(c) este
limite es igual a f'(c), luego f'(c) < 0. Para valores negativos de A se tiene que [f(c+ h) — f(c)]/h > 0. Bl
lfmite de esta expresién cuando h — 0™ es por tanto > 0. Asf f'(c) > 0. Asf hemos probado que f'(c) < 0
y f'(c) > 0, luego que f'(c) = 0.

Los puntos para los que. f/(¢) = 0 se llaman puntos estacionarios. En el Capitulo 9 se discute
el papel esencial que desempefian estos puntos en la teoria de la optimizacién. ‘



Sec. 7.3/ El teorema del valor medio 175

Problemas

1 Explicar por qué la funcién f definida por

28+ 52> — 22 +8
fla) = 4+ 10

para todo = € [0, 5] tiene un méiximo y un minimo. (No se deben tratar de hallar los valores correspon-
dientes.)

2 Sea f la funcién definida, para todo = € [—1, 1], por

_Jx, paraz € (—1,1)
f(‘”)_{o, prazr=—lyz=1

(a) (Tiene f méximo y minimo en [—1,1]?
(b) (Es continua f para todo z € [—1,1]?
3 Sea f la funcién definida, para todo z € (0, 00), por

‘ _Jz+1, paraz € (0,1]
, f(z)—{l, para T € (1,00)

Probar que f alcanza un méximo y un minimo. Comprobar que, sin embargo, no se verifica ninguna de
las condiciones del teorema de los valores extremos.

* 7.3 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Consideremos una funcién f definida en un intervalo [a,b] y supongamos que tiene una grifica
conexa y sin esquinas, como la de la Figura 7.7. Como la grifica de f une A y B por una curva
conexa con tangente en cada uno de sus puntos, es gecométricamente plausible que, para al menos un
valor de x entre a y b, la tangente sea paralela a la recta AB. En la Figura 7.7, £ es ese valor de
z. Larecta AB tiene pendiente igual a [f(b) — f(a)]/(b — a). Por tanto, para que la tangente en
(€, £(€)) sea paralela a la recta AB, se tiene que verificar que f'(£) = [f(b) — f(a)]/(b— a). De
hecho, se puede elegir £ siempre de tal forma que la distancia vertical entre (£, f(§)) y AB seala
mayor posible. La demostracién que se da a continuacién se basa en este hecho.

y
/'y = f(z)
N\B
i}(b) - f(a)
Al )
b
C —
FIGURA 7.7

Este resultado, del que acabamos de dar una explicacién geométrica, es uno de los grandes
teoremas del andlisis matemadtico.



176 Capitulo 7/ Consecuencias de la continuidad y de la derivabilidad

Teorema 7.5 El teorema del valor medio:

Si f es continua en un intervalo cerrado y acotado [a, b] y derivable en el intervalo abierto
(a, b), existe al menos un punto interior { € (a, b) tal que

fb ) f(a)

b—a

F1(€) = (1.4)

Demostracion: Consideremos la funcién

g(z) = f(z) — f(a) — a(z — a)
donde
_ f(®) - f(a)

- b—a

Entonces g(a) = g(b) = 0. La funcién g(z) es claramente continua en {a, b] y derivable en (a, b) puesto que
f lo es. Por el teorema de los valores extremos, g(Z) toma un valor méximo M en un punto * y un valor
minimo m en un punto , de [a,b]. Como g(a) = g(b) = 0, ese mdximo y ese minimo deben verificar que
m < 0 < M. Hay tres casos posibles:

1. Si M > 0, entonces =* no puede ser a ni b, luego * € (a, b). Por el Teorema 7.4, g’ (z*) = 0. Témese
entonces £ = x* para tener el resultado.
2. Si m < 0, entonces z, no puede ser @ ni b, luego z, € (a, b). Por el Teorema 7.4, g'(z.) = 0. Témese
entonces & = .
3. Si M = m = 0, entonces g(z) = 0 para todo = € (a,b) y asi se puede tomar £ como cualquier punto
de (a, b).
En cada caso existe £ € (a, ) tal que g ({) F1 (&) —a=01luego f'(¢) = a.

Es importante darse cuenta de las condiciones y la conclusién del teorema. Los ejemplos geo-
métricos de las Figuras 7.8 a 7.10 revelan los hechos siguientes: (1) el punto £ puede no ser tnico;
(2) no se puede suprimir la condicién de que f sea derivable en (a, b); (3) no se puede suprimir la
condicién de que f sea continua en [a, b).

v y y

! W

(b, £(5))

b a 2

bvz

a

FIGURA 7.8 FIGURA 7.9 FIGURA 7.10

Ejemplo7.3 .
Comprobar el teorema del valor medio para f(z) = z° — z en [0, 2].

Solucion: Se tiene que

f2) - £

0 =3 y flz)=32*-1
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La ecuacién f'(z) = 3 tiene dos soluciones, z = +2+/3/3. Como la raiz positiva § =
2v/3/3 € (0,2), se tiene que
_f(2) - S0

!
F1&==5=3
Asi queda comprobado el teorema del valor medio en este caso.

Hemos usado previamente las expresiones de funcidn creciente y funcién decreciente para des-
cribir el comportamiento de una funcién cuando nos desplazamos por su gréfica, de izquierda a
derecha (véase Figura 7.11). Para establecer una terminologia definitiva damos las definiciones
siguientes. Sea f una funcién definida en un intervalo I.

Si f(xy) < f(x,) para todo z,,z, € I con x; < x,, entonces f creciente.

Si f(x;) < f(z,) para todo 1,25 € I con x; < x,, entonces f es estrictamente creciente.

Si f(z,) > f(z,) para todo x,,x, € I con x; < x,, entonces f es decreciente. (7.5)
Si f(z1) > f(x,) para todo z1,x, € I con =; < x,, entonces f es estrictamente decre-
ciente. ’
Yy Yy Yy Yy
> | >z + >z + >z
Creciente Creciente estricta Decreciente Decreciente estricta
FIGURA 7.11

Nétese que estas definiciones no impiden que la grifica de una funcién creciente (o decreciente)
tenga tramos horizontales. Aqui hay una diferencia esencial entre esta terminologia y el lenguaje
popular. En efecto, jpocas personas dirdn que su salario crece cuando permanece constante! Algunos
autores reservan €l término creciente para funciones estrictamente crecientes en nuestra terminologfa,
y lo mismo para el caso de funciones decrecientes. Estos autores llaman no decreciente a una funcién
f que verifica la propiedad de que f(x;) < f(z,) para todo z1, x, tales que | < T .

Conservaremos la terminologia de (7.5), como hacen la mayor parte de los textos de mateméti-
cas.

Para hallar en qué intervalos una funcién es creciente o decreciente si se usan las definicio-
nes (7.5) hemos de estudiar necesariamente el signo de f(x;) — f(z;) cuando z; — 2, < O.
Normalmente es muy dificil hacer esa tarea directamente comprobando valores de f(z) en puntos
distintos. Por tanto, es muy bueno que el teorema del valor medio nos proporcione un test de cudndo
una funcién es (estrictamente) creciente o (estrictamente) decreciente. En efecto, el siguiente teo-
rema (que es una aplicacion del teorema del valor medio) nos suministra un test de crecimiento o
decrecimiento para funciones derivables: :
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Teorema 7.6

Sea f una funcién continua en el intervalo T y derivable en el interior de I (esto es, en puntos
distintos de los puntos incial y final).

(a) Si f'(z) > 0 para todo x del interior de I entonces f es estrictamente creciente en I.
(b) Si f'(z) < 0 para todo « del interior de I entonces f es estrictamente decreciente en 1.

Demostracién: Sean x; < x, dos niimeros arbitrarios de I. Por el teorema del valor medio, existe un niimero
£ € (T4, T,) tal que [f(z,) — f(z1)]/(z, — 1) = f'(£). Se tiene, por tanto,

fz2) = f(@) = F1 ()@ — z1) (%)

Para demostrar (a), supongamos que f'(z) > O para todo x del interior de I. Entonces f'(£) > 0y el
producto f'(£)(x, — z,) es > 0. Deducimos de (%) que f(z1) < f(z2), lo que prueba que f es estrictamente
creciente. La demostracién de (b) es andloga —la unica diferencia estriba en que hay que invertir los cuatro
dltimos signos de desigualdad.

Los enunciados (a) y (b) suministran condiciones suficientes para que f sea creciente o decre-
ciente. Esas condiciones no son necesarias. Por ejemplo, si f(z) = z* entonces f'(0) = 0. Sin
embargo, f es estrictamente creciente porque, si £; < I, entonces z? - .’v% = (1 — 172)(11?% +
1% + 23) = (21 — 22) [(z1 + $22)% + 323] <0

Es qtil notar las siguientes equivalencias 16gicas en un intervalo I:

f!(z) > 0 para todo z interior a I <= f es creciente en / (7.6)

f'(z) < 0 para todo z interior a I <= f es decreciente en | (7.7

Estas condiciones se deducen directamente de la ecuacién (*) de la demostracién anterior.

En el Capitulo 9 se dan muchos ejemplos en los que se usan las condiciones (7.6) y (7.7) para
hallar los intervalos de crecimiento o decrecimiento de ciertas funciones.
Nota: En examenes de estudiantes (y en libros de economia) se ve la frase siguiente con cierta
frecuencia: “Supongamos que f es estrictamente creciente —esto es f’'(z) > 0.” El ejemplo f(z) =
z3 demuestra que esto es erréneo. Una funcién puede ser estrictamente creciente aun cuando su
derivada sea 0 en ciertos puntos. En efecto, supongamos que f'(x) > O para todo = de I y
f'(z) = 0 tnicamente en un nimero finito de puntos de I. Entonces f’(z) > 0 en todo subintervalo
entre dos ceros de f'(x) y asi f es estrictamente creciente en cada subintervalo. De aqui se deduce
que f es estrictamente creciente en el intervalo entero.

Se podria llamar “diferenciablemente creciente” a una funcién f cuando f'(z) > O en todo
punto de su dominio.

Si f(z) es una funcién constante es muy ficil ver que su derivada es cero en todo punto
(véase (4.21), Seccién 4.5). Se puede probar el reciproco usando el teorema del valor medio. Este
resultado es muy intuitivo y juega un papel esencial en la teoria de la integracién (Capitulo 10).

Teorema 7.7

Si f'(x) = 0 para todo z del interior de I, entonces f es constante en 1.
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Demostracién: Sean x; y T, dos nimeros reales arbitrarios de I. Por el teorema del valor medio, existe un
& entre x; y x; para el cual se verifica la ecuacién (*) de la demostracién del Teorema 7.6. Como & estd entre
T, ¥ T, es un punto interior de I y asi f’(£) = 0. Deducimos de la ecuacién () que f(z,) = f(z,).

Lo anterior quiere decir que para dos puntos cualesquiera del intervalo, los valores de la funcién son
iguales y, por tanto, la funcién es constante.

Problemas

1 Para las siguientes funciones determinar todos los nimeros &, en los intervalos indicados, tales que f'(£) =

[£(b) = f(@)]/(b - a):

(@) f(z)=x* en [1,2] (b f(z)=v1—2% en [0,1]
(©) f@)=2/z en [2,6] (d) fl@)=v9+z* en [0,4]

2 Fl teorema del valor medio no se verifica para las funciones siguientes en los intervalos que se indican.
Explicar por qué y dibujar las grificas de esas funciones.

@ y=a sel-1L1] () y=lk-3, 2€05 (© y=1/@-1), s€[0,2

3 Dibujar la gréfica de f(x) = 1 — z!/3 para « € [—1, 1]. (Hay un ntmero ¢ en (—1,1) tal que f'(§) =
[f(1) — f(=D]/(1 = (—1))? ;Se puede aplicar el teorema del valor medio?

4 Hay que navegar desde un punto A de un lago a un punto B. ;Qué dice el teorema del valor medio sobre
este viaje?

7.4 FORMULA DE TAYLOR

En la Seccién 5.5 estudiamos las aproximaciones polinémicas. Segin (5.11), el polinomio de Taylor
de orden n que aproxima f(z) en un entorno de = 0 es .

7(@) % SO + 51O + 21O + -+ — fM(0)a" ©

La utilidad de estas aproximaciones polinémicas es limitada a menos que sepamos algo del error
a que dan lugar. La férmula de Taylor remedia esta deficiencia. Esta férmula estid considerada como
uno de los resultados principales del andlisis matemdtico, y los economistas la usan a menudo. Se
puede deducirla a partir del teorema del valor medio.

Consideremos la aproximacién en (*). La funcién f(z) y el polinomio de Taylor del miembro
de la derecha son generalmente distintos salvo para £ = 0. La diferencia entre ambos dependera de -
z y de n, y se llama el resto. Lo designamos por R,,,1(z). Por consiguiente,

1 1
f@@) = fO) + @z + -+ —f(0)a" + Rpi(2) (7.8)
El teorema que viene a continuacién suministra una férmula explicita para el resto.> Por razones
técnicas posponemos la demostracién de este teorema hasta el final de esta seccién, para mayor
claridad en la secuencia de la exposicién.

2 El matemtico inglés Taylor habia encontrado, ya en 1715, aproximaciones polinémicas de la forma general (*).
Lagrange demostré (7.9) aproximadamente 50 afios mds tarde. '
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Forma del resto de Lagrange

Supongamos que f es derivable n + 1 veces en un intervalo al que pertenecen 0 y . Entonces
el resto B, (z) dado por (7.8) se puede escribir

1

Rn+1(.’L‘) = mf(n+l)(c)zn+l (79)
para un cierto ¢ entre 0 y .
Usando esta férmula de R, 1(z) en (7.8) obtenemos
Férmula de Taylor
1 1 1
flz)= f(0)1+ 1—!f'(0)fc SRR n—!f(")(o):v" + EET)—!)C(MI)(CYP"Jrl (7.10)
para un cierto centre 0 y =

Noétese que el resto se asemeja a los términos anteriores de la suma. La tnica diferencia es que, en
la férmula del resto, se evalda ") en un punto ¢ (donde ¢ es un cierto mimero entre 0 y  sin
especificar) mientras que las derivadas de los otros términos se evalian en 0. No se puede fijar el
nimero ¢ porque depende de = y de n.

Si hacemos n = 1 en la férmula (7.10) obtenemos

f@)= f0)+ f(0)z + 3 f"(c)g®  para un cierto cventre Oyz (7.11)

p
Esta férmula nos dice que  f”(c)z? es el error cometido al sustituir f () por su aproximacién lineal
en un entorno de = = 0. B

(Cémo usamos la férmula del resto? Esta férmuld da una pista sobre el limite superior del error
que se comete al sustituir f por su polinomio n-ésimo de Taylor. Supongamos por ejemplo que,
para todo x del intervalo I, el valor absoluto de f (n+1)(z) es a lo mas M. Podemos deducir que,
en ese intervalo,

n+1

T 1)!|:c| (7.12)
Noétese que, si . es un nimero grande y ' estd proximo a 0, entonces | R, 1()| es pequefio por dos
razones: primera, si n es grande, el niimero (n + 1)! del denominador de (7.12) es grande; segunda,
si |z| es menor que 1, |z|™*! es pequefio cuando n es grande.

Ejemplo 7.4

Deducir la férmula de Taylor para f(x) = /T +25 = (z +25)/2 conn = 1, y usarla para
dar una estimacion de /25,01 ‘
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Solucién: Usamos la aproximacién de (7.11). Se tiene que f(0) =5y
fley=3@+25)7"2 @) = j(=5) (@ + 257

Asi, f1(0) =1/2-1/5=1/10y f"(c) = —(1/4)(c + 25)~3/2. Por tanto, por (7.11) y
para un cierto ¢ entre 0 y Z, se tiene

1 1/ 1 11 _
VI +2 :5+Em+5<_1) (c+25)_3/2m2=5+ﬁm—g(c+25) V2 (k)

Para estimar /25,01 escribimos 25,01 = 0,01 + 25 y usamos (*). Si £ = 0,01, entonces

¢ esta entre 0 y 0,01, luego ¢ + 25 > 25. Entonces (¢ + 25)_3/2 < (25)7%% = 1/125, por
tanto el valor absoluto del resto esta acotado por

1 s L)
_§(6+25) — <

1 1
R(0,01)| = — . 1077
|B(001)] 100/ | — 80.000 125

Deducimos que /25,01 ~ 5 + 1/10 - 1/100 = 5,001 con un error menor que 10",

Nota: Si consideramos la férmula de Taylor en un intervalo con centro en el punto = a, el resto
de Lagrange es

1
(n+1)!

Se debe afiadir este término al miembro de la derecha de (5.11) para obtener la igualdad.

Rp(z) = () — a)™!  (cestdentre z y a) (7.13)

Formulas del binomio

Si se aplica la férmula de Taylor (7.10) a
fl@)=010+z)™ (*)

donde m es un ndimero real arbitrario se obtienen resultados interesantes. Para £ > —1 obtenemos
lo siguiente:

fl(@) =m(14+2)™, 0 =m

Sustituyendo en (7.10) obtenemos

m m(m ~ 1 mm-—1)---m—(n—1
(1+m)m=1+Fm+————( > Sz yoo ™ ) n[' ( )]93"+Rn+1(-"3)
donde ( 1. )
m(m—1)---(m—n —n—

Rn+1(m) = (n n 1)' mn+1(1 + c)m n—1

Para simplificar la notacién introducimos el simbolo
-1 (m—-k+1
(7:) = m(m — 1) k'( ) (m es real y k es un entero positivo) (7.14)
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Por ejemplo,

1
2] 1.2 3 1-2-3 16

(0 0 -

Usando esta notacion, obtenemos la siguiente:

(3) 32, (1/2) _a/2a2-n1/2-2) _

Vemos en particular que

Férmula del binomio de Newton (1 es un nimero real arbitrario y 7 es un entero positivo):

(1+z)" =1+ (T)x +-o (T:) z" + (nTZ 1) "1+ ym ! (7.15)

para un cierto centre 0 y  con £ > —1.

Se puede probar que, para |z| < 1, el resto tiende a O cuando 7 tiende a infinito. Por ejemplo, se
puede usar la férmula (7.15) para calcular la raiz n-ésima de un nimero.

Ejemplo 7.5
Calcular 4¥1,1 con 3 decimales exactos.
Solucién: Aplicamos (7.15) con ¢ = 0,1, m = 1/3 y n = 2. La eleccién de n se ha hecho por
prueba y error. Tenemos que

Vil=1+ (1{3) 0,1) + (123) (0,1)* + (143) 0,1)* (1 + ¢)/>~21

1 1 1 1

T30 %00 16.200 (1 + c)3/3
para un cierto ¢ entre 0 y 0,1. El dltimo término es el resto R3(0,1) y
1 1

<
16.200 (1+ c)¥/? ~ 16.200
porque (1+¢)*/® > 1 cuando ¢ € (0, 0,1). Asi tenemos que /1,1 ~ 1+1/30—1/900 = 1,032

con tres decimales exactos.

El binomio de Newton para exponentes enteros positivos

Se usa a menudo la férmula (7.15) en el caso en que m sea un entero positivo. De (7.14) deducimos
que, si k > m, entonces m — m = 0 es un factor de (). Por tanto, (') vale O para todo par de
enteros positivos tales que £ > m. De (7.15) con n = m deducimos que

I+z)™ =1+ (Tln)a:+ (T;)x2+...+ (Z)mm

~ 0,000061728

|R3 (Oal)l =
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Haciendo = b/a y multiplicando por a™ obtenemos lo siguiente:

Foérmula del binomio de Newton (7 es un entero positivo):

(@a+b™ =a™+ (T) a™ b+ (?) a™ i+ (Z) b™ (7.16)

Se estudia esta férmula mas profundamente en la Seccién B.2, Apéndice B.

Nota: Para la mayoria de las funciones, la férmula de Taylor conduce a aproximaciones polinémicas
cuyos términos de error son pequefios siempre que el grado del polinomio sea suficientemente alto.
Esto no se verifica para todas las funciones. Se da un ejemplo en el Problema 10 de la Seccién 8.3.

Demostracion de la formula (7.9) del resto de Lagrange:
Comenzamos demostrando la férmula para n = 1. Esto significa que queremos probar la férmula (7.11).
Para x # 0 definamos la funcién S(x) implicitamente mediante la ecuacién

f&) = £0) + f'(0)z + ;S(z)z? (1)

Si probamos que existe un niimero ¢ entre 0 y z tal que S(x) = f"(c), entonces quedari demostrada (7.11).
Mantengamos fijo = y definamos la funcién g por

9(t) = f(@) = [f) + f'(t)(z — t) + ;S(z)(z — t)*] ()

para todo t entre 0y z. Entonces (1) y (2) implican que g(0) = f(x) — [f(0) + f'(0)z + }S(z)z’] =0y
que g(z) = f(z) — [f(z) + 0+ 0] = 0. Por el teorema del valor medio (Teorema 7.5), existe un nimero ¢
estrictamente comprendido entre 0 y = tal que g’(c) = 0. Derivando (2) con respecto a ¢ con T fijo obtenemos

g ==FO+f®) - O —-t)+S@)(z~1)
Asi,
g'(e) = —f"()(x — ) + S(z)(z - ¢)

Como g¢'(c) =0y ¢ # z, se deduce que S(z) = f"'(c) y queda probada (7.11).
La demostraci6n en el caso general se basa en la misma idea, con S(z) y g(t) definidas generalizando (1)
y (2) de 1a manera obvia (véanse Problemas 4 y 5).

Problemas
1 Escribir la férmula de Taylor (7.10) con n = 2 para f(z) = 1/(1 + z).

2 Usar la aproximacién (1+z)™ = 14(7 )+ (") z* para hallar valores de (a) v/25 y (b) v/33. Comprobar
esas aproximaciones usando una calculadora. (Indicacién: Nétese que v/25 = 3(1 — 2/27)!/3)

3 Probar que V9 = 2 (1 + 1/8)1/3. Usar la férmula (7.15) (con n = 2) para calcular /9 con tres cifras
decimales exactas.

Problemas avanzados

4 Demostrar (7.9) para n = 2 de la forma siguiente. Definir S(z) implicitamente, para x # 0, por

f@= O+ TFO+ T O+ TS@ i
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Definir ademdés la funcién g por

(x —t)?
2!

(@ -t

() + 3

z—1
o= f@) - |10+ S+ S(@) @
para t € [0,z]. Probar que g(0) = g(z) = 0, que g es derivable en (0,z) y que ¢'(t) = —%(z -
t)2[f"'(t) — S(x)]. Por tanto, existe un nimero ¢ € (0, z) tal que ¢’(c) = 0. Probar que la conclusién
se deduce de esto.

5 Generalizar la demostracién de (7.9) que se da en el Problema 4 de tal manera que sea vélida para un
ndmero natural arbitrario 7.

7.5 FORMAS INDETERMINADAS Y REGLA DE LHOPITAL

A menudo necesitamos hallar el limite, cuando x tiende a a, de un cociente cuyo numerador y
denominador tienden a 0. Entonces escribimos:>
T “0”

lim ————f( ) = - m

z—a g(z) 0
Un limite de esta clase se llama una forma indeterminada de tipo “0/0”. Se puede sustituir a por
at, a” 6 oo, La locucién “forma indeterminada” quiere decir que no se puede hallar el limite sin
un anlisis més fino. Ya hemos calculado varios limites de esta clase. En el Ejemplo 4.10(c) de la
Seccién 4.4 usamos un viejo artificio y las reglas de los limites para deducir que

i x? — 16 o

im ——— =

z—4 4\/5 —8

Hay un método estidndar para el tratamiento sistemdtico de esas formas indeterminadas, que se llama

la regla de ’Hopital.
Comenzamos con el caso sencillo en que tenemos una forma indeterminada (1) con f y g
derivables y f(a) = g(a) = 0. Cuando = # a y g(z) # g(a), un célculo rutinario prueba que

f@) _ [f@) - f@)]/(=~a)
9(z)  [9(z) ~ g(a)}/(z — a)
Cuando £ — a, el numerador y el denominador de la fraccién del lado derecho de la igualdad

anterior tienden a f'(a) y ¢'(a) respectivamente (véase Problema 5 de la Seccién 4.5). Por tanto,
siempre que g'(a) # 0, el limite es f'(a)/g’(a). De aqui la

Regla de I’Hopital (version sencilla)
Si f y g son derivables en a, si f(a) = g(a) =0y g’'(a) # 0, entonces

@ _f@
5 g(z)  g'(a)

(1.17)

Usando (7.17) podemos hallar el limite de una forma indeterminada del tipo “0/0” derivando nume-
rador y denominador separadamente.

3 Nos permitimos en esta seccién escribir “0/0” (entrecomillado) para representar al tipo particular de indeterminacién

que estamos discutiendo.
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Ejemplo 7.6
Usar (7.17) para calcular

Solucién: Ponemos f(x) = z* — 16 y g(x) = 4/ — 8. Por tanto, f(4) = g(4) = 0,
fl(z) =2z y ¢'(x) = 2/+/x. Asi se deduce de (7.17) que
2 —_ 16 w}» ! 4
Lo E o6 w0n f(4)
44T —8 0  g(4)
Nétese que es mucho mas facil usar (7.17) para calcular ese limite que lo que hemos usado para
resolver el Ejemplo 4.10(c).

8
:-'-:8
1

Ejemplo 7.7
Calcular
. \s/x +1—-+/x—-3
lim
r—7 x—
Solucion:
i Vz+l1—+yz—-3 2-2 «0”
im = = -
7 x—7 7-1 0
L Me+) Lz —3)7?
Tzt 1
1 1 1 1 1
=—8_2/3 ___4—1/2 - _ I __Z
’3( ) 2( ) 12 4 6

donde la tercera igualdad se obtiene de la regla de 1’Hépital.

Supongamos que tenemos una forma “0/0” como en (7.17), pero que f'(a)/g'(a) es también
del tipo “0/0”. Como ¢'(a) = 0, la férmula (7.17) falla. ;Qué hay que hacer? La respuesta es
que hay que derivar otra vez numerador y denominador separadamente. Si obtenemos de nuevo una
expresién del tipo “0/0”, continuamos derivando numerador y denominador hasta que se obtenga el
limite (si esto es posible). Damos un ejemplo.

Ejemplo 7.8
Hallar
.zt -4z’ + 522 — 4z + 4
lim
22 g3 — 222 — 4+ 8
Solucién: El numerador y el denominador valen 0 para £ = 2. Aplicando la regla de I’'Hdpital
dos veces, tenemos

ot -4 + 52 — 4z +4  «0” 4z’ — 122° + 10z —4 _ “0”

li =
o 23 —27? — 4z +8 0 o5 3z -4z —4 0
1222 - 24z +10 5
= lim = -
T2 6x — 4 4

Nota: Damos unas advertencias importantes relativas a los errores mas comunes que se cometen al
aplicar la regla de I’Hopital:

1. Comprobar que se tiene realmente una forma indeterminada; si no es asi, el método da normal-
mente un resultado equivocado (véase Problema 3). »

o~
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2. No debe derivarse f/g como una fraccién, sino que se debe calcular f'/g’.

El método que hemos explicado aqui y que hemos usado para resolver el Ejemplo 7.8 estd
basado en el teorema que sigue. Noétese que las hip6tesis sobre f y g son mds débiles de lo que
pueda haber aparecido en los ejemplos precedentes. Por ejemplo, f y g no necesitan ser derivables
en £ = a. Para una demostracién puede verse Bartle (1976), por ejemplo.

Teorema 7.8 Regla de I’Hopital para formas “0/0”

Supongamos que f y g son derivables en un intervalo (e, 3) centrado en a, excepto posible-
mente en a, y supongamos que f(x) y g(z) tienden a 0 cuando x tiende a a. Si ¢'(x) # 0
para todo = # a en (@, 8), y si limg—,, f'(z)/g'(x) = L (L finito, L = 00, 6 L = —0o0),
entonces

(7.18)

Extensiones de la regla de I’Hépital

La regla de L'Hopital se puede extender a otros casos. Por ejemplo, a puede ser un extremo del
intervalo (@, (). Asi se puede sustituir £ = a por x = a* 6 £ = a~. También es facil ver que
se puede sustituir a por co 6 —oo (véase Problema 6). La regla se aplica también a otras formas .
indeterminadas como “+co/ + c0”, aunque la demostracién es mas complicada (véase Problema 8
y Bartle (1976)). Un ejemplo trivial es el siguiente:

1 — 3z2 “—00” —6x “—00” -6 3

lim = = lim = im =

z—oo Sg2 4 — 1 00 z—o0 10z + 1 00 z—o0 10 5
Ademds, otras formas indeterminadas se pueden transformar en expresiones del tipo que hemos
mencionado, por medio de sustituciones o calculos algebraicos.

Ejemplo 7.9
Calcular-

L= lim (Va’ — z* — 1)
T—00

Solucién: Transformamos este caso de la forma “co — 00” en uno del tipo “0/0” mediante un
poco de célculo algebraico. Nétese primero que, para & # 0,

Vs —zt = [P0 - 1/2)] —z=2(1 - 1/2) — 2
Asi,

1—-1/z)/* =1 <0~
zli’n;o(\/sﬁ—x“—x): lim ( /) = -

00 1/;1; 0

Usando la regla de ’Hopital tenemos
1/5) (1 — 1/z) ™3 (1/a? 1 1\ %3 1
LIS U2 B [ Y C R
T—00 —1/2? g0 | .5 x 5

Después de definir las funciones exponenciales y logaritmicas en el Capitulo 8 podremos estu-
diar muchos mis ejemplos interesantes de formas indeterminadas.
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Problemas
1 Usar la regla de 1’Hopital para hallar los limites siguientes:
z—1 z? —a? 2 +3z2—4
b L im o eee—_—
@) ::E»nl 2 —1 (b) ::l—mm T—a © ::—1:112 3+ 522 +8c+4

2 Hallar los limites siguientes:

ozt -4+ 62> —8r+8 . 2J/1+z—-2—z
(a) lim - (b) lim
z—2 23— 322+ 4 zH02/1+x+x2~-2—2x

3 Detectar el error cometido én el siguiente célculo:

*4+3x—4 | 243
lim = lim
z—1 212 —2x z34r —2 =

lim
—1

2 1
4 2

(Cudl es el valor-correcto del primer limite?

4 Sean 3 y y constantes positivas. Hallar
1— (1408
m —— 7
v—0t v

(Considérense separadamente los tres ¢asos §=1,3 > 'y § < 1.)

5 Discutir el limite siguiente para los distintos valores de las constantes a, b, ¢ y d, suponiendo que by d
son positivos:

. Vazr+b—+Vex+d
lim

z—0 T

Problemas avanzados

6 Supongamos que f y g son derivables para todo x grande, que f(x) y g(z) tienden a 0 cuando z — 00
y que lim;_, o, ¢'(Z) # 0. Probar que
uO” 4
f@ <o f@

lim —— = =
20 g() | 0 00 g'(a)

poniendo = = 1/t en la primera fraccién y usando luego la regla de I’'Hépital cuando t — 0*.

7 Siguiendo el método que usamos para resolver el Problema 7.9, probar que

lim ('\‘/x"+a1m"‘1+---+an_1m—+—an—:c) =

00

38

8 Supongamos que lim;_,, f(2)/g(x) = “ & 00/ £ 00” = L. Aplicando la regla de I’Hopital al Limite
equivalente lim;_,, [1/g(z)]/[1/f(x)] = “0/0”, probar que L = limz_,4[f'(x)/g'(z)] siempre que ese
limite exista y sea distinto de cero.

7.6 FUNCIONES INVERSAS

En esta Seccidn se estudian con més detenimiento las funciones inversas de una variable. Las habia-
mos visto brevemente en la Seccién 3.6. Comenzamos con un problema econémico.
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Ejemplo 7.10
Supongamos que la cantidad demandada D de un bien depende del precio unitario p segin la
férmula
Dp*=30 (p>0,D>0) (1)
Para la mayoria de la gente, parece natural resolver la ecuacién (1) en D. El resultado es
30
D =" =30p '/ 2)
pl /3 ‘

lo que nos da directamente la demanda D que corresponde a un precio dado p. Si, por ejemplo,
p = 27, entonces D = 30/27'/3 = 10. Asi D es funcién de p, o sea D = f(p) con
f(p) = 30/p'".

Si consideramos la cuestién desde el punto de vista de 1a empresa, puede ser lo mas natural
pensar que la cantidad producida y vendida sea algo que se pueda elegir libremente y considerar
el precio resultante. De la ecuaci6n (1) se obtiene que p'/3 = 30/D y asi (p'/?)® = (30/D)’.
Por tanto (1) es equivalente a

27.000
p=—p5 =27.000D7 (3)
Esta ecuacién nos da directamente el precio p correspondiente a una cantidad producida y ven-
dida dada D. Por ejemplo, si D = 10, entonces p = 27.000/ 10° = 27. En este caso, p es una
funcién g(D) de D, con g(D) = 27.000/ D3.

Las dos variables D y p de este ejemplo estan relacionadas de tal forma que cada una de

ellas puede considerarse como funcién de la otra. Las dos funciones

f(p)=30p~"* y  g¢(D)=21.000D"3 (4)

se llaman inversas la una de la otra. También se dice que f es la inversa de g y que g es la
inversa de f.

Definicion general

Dada una funcién f definida en un dominio A de nimeros reales, a veces necesitamos encontrar
su inversa en caso de que exista. Recuérdese que, si f tiene dominio A, entonces el rango de f
es el conjunto B = {f(z) : ¢ € A}, que se designa por f{A). El rango B consta de todos los
nimeros f(z) que se obtienen al hacer que z varie en A. Ademis, f es inyectiva en A si f no
toma el mismo valor en puntos distintos de A. En otras palabras, f es inyectiva en A si verifica
que, cualesquiera que sean T; y €, de A con ) # T, es f(z;) # f(z2). Es evidente que, si una
funcién es estrictamente creciente (o estrictamente decreciente) en todo A, entonces es inyectiva.
Las Figuras 7.12 y 7.13 contienen ejemplos de una funci6én inyectiva f y de una ¢ que no lo es,
respectivamente.

Definicion de funcién inversa

Sea f una funcién con dominio A y rango B. Si f es inyectiva (y s6lo entonces), tiene una
funcién inversa g con dominio B y rango A. Se define la funcién g por la relacién siguiente:
Para cada y € B,.el valor g(y) es el tinico mimero z de A tal que f(z) = y. Asi

Jy)=z <= y=f(z) (€A, yeBb) (7.19)




Sec. 7.6/ Funciones inversas 189

f(A)=B

A

'
|
|
|
1
|
|
'
|
'
)
b
'
'
«
'
|
|
'
|
|
|

T

FIGURA 7.12 f es inyectiva con dominio A y rango B. f tiene inversa.

Y
I
L \
! ; g
B A1
Z1 2 >z
FIGURA 7.13 g no es inyectiva, luego no tiene inversa en A. ;Qué valor de x esta asociado a
w?

Si se sustituye y por f(x) en la ecuacién de la izquierda de (7.19) para construir g(f(x)) y x
por g(y) en la de la derecha para construir f(g(y)), se obtiene la siguiente consecuencia directa
de (7.19):

g(f(z)) == paratodo z€ A 'y  f(g(y)) =y paratodo y € B (7.20)

La ecuacién g(f(x)) = z dice que, si primero aplicamos f a = y luego g a f(x), entonces volvemos
a obtener x. En otras palabras podemos decir que g deshace lo que f hace con x. Como ilustracién
vamos a comprobar que esto es cierto para el par de funciones dadas en (4) del Ejemplo 7.10. En
efecto, se tiene que

9(f@) =g (30p7%) = 27.000 27.000

(3055’ T 27.000p"

(Pruébese también que f(g(D)) = D.)

Nota: A menudo se usa la notacién f~! para la inversa de f. Sin embargo, esta notacién puede
inducir a un error comprensible. Si a es un nimero, entonces a~! significa 1/a. Sin embargo,
f~Y(z) no quiere decir 1/ f (). Por ejemplo: Las funciones definidas por las ecuaciones y = 1/(x*+
2z + 3) ey = x + 2z + 3 no son inversas la una de la otra, sino reciprocas. De hecho, 1/ f(z) se
designa generalmente por [f(z)]~".

En casos sencillos podemos usar el mismo método del ejemplo introductorio para hallar la
inversa de una funcién (y asi comprobar automaticamente que existe esa inversa). Damos algunos
ejemplos mas.
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Ejemplo 7.11
Resolver las ecuaciones siguientes en Z y hallar las funciones inversas correspondientes:
. 3z —1
@ y=42-3 () y=Vo+l () y="—p

Solucion:
(a) Resolviendo la ecuacién en z tenemos las equivalencias siguientes para todo z y todo y:

_1 3
y=4r—-3 < 4r=y+3 <= z=3y+;
Se deduce que f(z) =4z — 3y g(y) = y/4 + 3/4 son inversas la una de la otra.

(b) También resolvemos la ecuacién en x en este caso. Comenzamos elevando a la quinta
potencia cada miembro de la ecuacion y asi obtenemos las equivalencias l6gicas

y=vVr+1l < =41 < z=9y"—1

Como esas equivalencias valen para todo =, y, hemos probado que f(z) = vz +1y
g(y) = y° — 1 son inversas la una de la otra.

(¢) Resolvemos la ecuacién en  multiplicando primero ambos miembros por z + 4:
yz+4)=3z—1
De esta ecuacién se obtiene que
yz+4y =3z — 1 6 zB-y) =4y+1

Por tanto,
4y+1
7=

= 3¢

Deducimos que f(z) = 3z — 1)/(z +4) y g(y) = (4y + 1)/(3 — y) son inversas la una
de la otra. Obsérvese que f estd definida solamente £ # —4 y g s6lo lo estd para y # 3.
Asi, la equivalencia (7.19) es valida sé6lo con estas restricciones.

En todos los ejemplos con los que hemos trabajado se puede expresar la inversa con una fér-
mula conocida. Ocurre a menudo que, aun cuando una funcién tenga inversa, pueda resultar impo-
sible expresarla en términos de una funcién que conozcamos. Las funciones inversas son una fuente
importante de nuevas funciones.

Supongamos que una funcién derivable f esti definida en un intervalo I. ;Cémo podemos
saber si f tiene inversa en los casos en que no podemos resolver la ecuacién y = f(z) en z? El
siguiente criterio es f4cil de usar:

Si f es derivable, entonces f tiene inversa en I cuando: bien (a) f'(z) > 0 para todo z del
intervalo I; bien (b) f'(z) < O para todo z de I.

(7.21)

El razonamiento es sencillo: si f/'(z) > 0 (< 0) para todo z, entonces f es estrictamente creciente
(decreciente) y asi es inyectiva. Nétese que la conclusién en (7.21) es vilida si f'(z) > 0 excepto
para un ndmero finito de puntos (véase la Nota al Teorema 7.6). Nétese ademés que (7.21) es
suficiente para que f tenga inversa, pero no necesaria; en efecto, ¥ = x° tiene inversa T = Yy aun
cuando dy/dz =0enz =0. :
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Ejemplo 7.12
Probar que la funcién f definida por

fx)=32"+2° — 62 + 122 — 8
para todo x tiene una inversa.
Solucién: Derivando f(x) se obtiene
fl(x) = 272 + 32% — 12z + 12 = 272® + 3(z — 2)?
Se ve que f'(z) > O para todo z. Segtin (7.21) f tiene inversa. Esto quiere decir que la
ecuacién y = 3z° + z* — 6z + 12z — 8 define a £ como funcién de y. En este caso, sin

embargo, es imposible hallar una férmula explicita de & en términos de y; la inversa se puede
aproximar sélo numéricamente.

Caracterizacion geométrica de las funciones inversas

En el ejemplo introductorio, vimos que f(p) = 30p~'/3 y g(D) = 27.000D 3 eran funciones inver-
sas la una de la otra. Era natural describir las funciones como lo hicimos a causa de la interpretacién
concreta de los simbolos p y D.

En ofras circunstancias puede ser conveniente usar la misma variable como argumento en f y
g- En el Ejemplo 7.11(a) vimos que f(z) =4z — 3y g(y) = %y + % eran inversas la una de la
otra. Si usamos x, en lugar de ¥, como la variable de la funcién g, escribimos que

fy=4z—-3 'y g(x)=1r+2  soninversas la una de la otra (%)
De la misma forma, en el Ejemplo 7.11(b) escribimos
floy=(@+D)° y g@)=2"—1 son inversas la una de la otra (%)

Las graficas de funciones inversas tienen una propiedad geométrica interesante. Para los pares de
funciones inversas de (x) y (**) vemos que las graficas de f y g son simétricas respecto de la recta
y = . En otras palabras, una es imagen de la otra en el espejo rectilineo de ecuacién y = «
(véanse Figuras 7.14 y 7.15).

y y
flx)=4z-3 y==2

FIGURA 7.14 FIGURA 7.15

En general, supongamos que f y g son inversas la una de la otra. El que (a,b) esté en la
grafica de f quiere decir que b = f(a). Por (7.19), se tiene que g(b) = a, luego que (b, a) estd
en la grifica de g. Como (a,b) y (b,a) son simétricos respecto de la y = x (véase Problema 8),
hemos llegado a la siguiente conclusién: »
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Cuando dos funciones f y g son inversas la una de la otra, las grificas de y = f(x) e
y = g(z) son simétricas respecto de la recta y = . (Esto s6lo es cierto si las unidades son
las mismas para ambos ejes coordenados.)

(1.22)

Nota: Si f y g son inversas la una de la otra, por la definicién (7.19) las ecuaciones y = f(x) y
« = g(y) son equivalentes. Representan exactamente la misma grifica. Por otra parte, las gréficas
de y = f(x) e y = g{x) son simétricas respecto de la recta y = z.

Sea f una funcién inyectiva definida en el intervalo /. Entonces f tiene una inversa g. ;Qué
propiedades de f “hereda” g? Si nos basamos en la intuicién geométrica, la respuesta es simple:
como las grificas de f y g son simétricas respecto y = x, g hereda la continuidad y derivabilidad
de f (excepto en los puntos en que f'(z) = 0).

;Qué relacién existe entre las derivadas de f y ¢g? Supongamos que f y g son derivables.
Podemos derivar la identidad g( f (a:)) = x con respecto a T por la regla de la cadena. El resultado
es ¢'(f(z)) f'(x) = 1. Cuando f'(z) # O se puede despejar g'(f(x)) y asf tenemos

1
/
W=7 (7.23)
donde y = f(z). Si f'(x) = 0, la grifica de g tiene tangente vertical en (y, ) y g no es derivable
en y.

De (7.23) se deduce que f' y g’ tienen el mismo signo. Asi, o las dos funciones son estricta-
mente crecientes, 0 son estrictamente decrecientes.

Los resultados anteriores han sido basados en parte en ideas geométricas intuitivas. Enunciamos
los hechos mas importantes en €l teorema siguiente:

Teorema 7.9 Teorema de la funcién inversa

Si f es continua y estrictamente creciente (o estrictamente decreciente) en el intervalo I, enton-
ces f tiene una inversa g que es continua y estrictamente creciente (estrictamente decreciente)
en el intervalo f(I). Si ¢ es un punto interior de I y f es derivable en x, con f'(x;) # 0,
entonces ¢ es derivable en el punto yo = f(xo) (que es interior a f(I)) y

1
' (zo)

g’(yo) =

(7.24)

Nota: Se usa la férmula (7.24) para hallar la derivada de g en un punto ¥, de la forma siguiente:
Hillese primero, si es posible, el punto zo de I en el cual f(zy) = yo. Luego calciilese f'(z) y de

ahi f'(zp). Si f'(x0) # 0, entonces g tiene derivada en Yo, que es g'(yo) = (f’(a:o))_l.
Ejemplo 7.13
Usar la férmula (7.24) para hallar g’(—8) si g es la inversa de la funcién
f(x)=32° + ° — 62° + 120 — 8
estudiada en el Ejemplo 7.12. (Nétese que f(0) = —8.)
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Solucién: Por la férmula (7.24) con ©g = 0 e yp = —8, como f'(0) = 12, obtenemos

g'(—8) = 1/f/(0) = 1/12. Nétese que hemos hallado g'(—8) aun cuando es imposible

encontrar una férmula explicita para la funcién g.

En los ejemplos que hemos estudiado ha sido fécil hallar dominios y los rangos de los pares de
funciones f y g. A veces habrd que tener mucho cuidado al hallar la inversa. Si usamos £ como

variable independiente para ambas funciones, hacemos lo que sigue para hallar la inversa de una
funci6n f definida en un intervalo I:

Como hallar la inversa de una funcion :

1. Escribir la ecuacién que define la funcién

y = f(z)

2. Intercambiar x e y para obtener (7.25)

3. Resolver la ecuacién ¢ = f(y) respecto de y en términos de = (si es posible), con © €
fI) ey € 1. Sila solucién y = g(x) es siempre tnica, entonces la funcién g es la inversa.

z = f(y)

Consideremos un ejemplo sencillo.
Ejemplo 7.14
Hallar la inversa de y = zP/q (definida para z > 0), donde p y g son enteros.
Solucién: La regla (7.25) nos da
(@ y=a"1 () s=y"" (0 y=277
La inversa de y = zP/9 es entonces Y= TP,

Y g(z):%z -3

-3
FIGURA 7.16
Ejemplo 7.15
Demostrar que la funcién f(x) = v/3x + 9, definida en el intervalo [—3, 00), tiene inversa y

hallar una férmula para la i 1nversa (véase Flgura 7.16.)
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Solucion: Tenemos que f'(z) = 3/2(\/3z +9) > 0 para todo z > —3, luego f es estric-
tamente creciente en el intervalo [—3, 00) (véase Teorema 7.6). Nétese que el rango de f es
[0,00). Asi f tiene.inversa g definida en [0, 00). Para hallar la fSrmula de la inversa usamos
de nuevo la regla (7.25):

(@) y=+v3c+9 b)) z=+3y+9 (c) ¥ =3y+9, estoesy = —z -3

Asi 1a funcién inversa es g(z) = %xZ — 3 definida en [0, 00). Las gréficas de f y g son las de

la Figura 7.16.
Problemas
1 La demanda D como funcién del precio p viene dada por
32 3
TS 10

Resolver la ecuacién en p y hallar la funcién inversa.

2 H. Schultz calculé que la demanda D de aziicar en EE.UU. en funcién del precio p, durante el periodo
1915-1929, estaba descrita por la siguiente expresién:

D= @)= 1;7 8

Resolver la ecuacién en p, hallando la inversa de f.

(D y p estin medidos en unidades adecuadas)

3 Hallar las inversas de las funciones siguientes:
(@) y =32 (b) y=1/x ©y=2

Comprobar la validez de (7.20) en cada caso.

4 ;Por qué no tiene inversa la funcién f(z) = 2%, z € (—00, 00)? Probar que la restriccién de f a [0, oo)
tiene inversa y hallarla.

5 Usar el método de (7.25) para calcular las inversas de las funciones siguientes:

@ f@ =@ -0 ®) @)= (@ f@)= -2

6 Probar que la funcidn siguiente tiene una inversa g:
fle)=2"+52° +22 -2
Calcular ¢'(—2) usando (7.24). (Indicacién: f(0) = —2.)
7 Sea f la funcién definida por f(z) = 222 — z* en el intervalo [0, 1].

(a) Hallar el rango de f.
(b) Probar que f tiene una inversa g y dar una férmula para g.

8 (a) Dibujar un sistema de coordenadas en el plano. Probar que los puntos (3,1) y (1,3) son simétricos
respecto de la recta y = z, y lo mismo para (5,3) y (3, 5).

(b) Usar las propiedades de los tridngulos semejantes para demostrar que los puntos (a, b) y (b, a) del
plano son simétricos respecto de la recta y = .

9 Formalizar los enunciados siguientes:
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(a) Doblar y hacer mitades son operaciones inversas.

(b) La operacién de multiplicar un ntimero por 3 y restar 2 al resultado es la inversa de la operacién de
sumar 2 al nimero y, dividir por 3 el resultado.

(c) La operaci6n de restar 32 a un ntimero y multiplicar por 5/9 el resultado es la inversa de la operacién
de multiplicar al nimero por 9/5 y sumar 32 al resultado (véase el Problema 4 de la Seccién 1.3).

10 Dibujar la gréfica de una funcién f que sea inyectiva, pero ni estrictamente creciente ni estrictamente
decreciente. (Indicacién: f no puede ser continua.)

11 Si f es la funcién que expresa cuéntos kilogramos de carne se pueden comprar con una cierta cantidad de
dinero, ;qué significa f~'?

12 Supongamos que f y g son derivables dos veces e inversas la una de la otra, luego f(g(z)) = = para todo
z. Hallar g"” en términos de f’ y f”. Probar que, si f’ > 0, entonces f” y g” tienen signos opuestos.
Probar que, si f' < 0, entonces f y g”’ tienen el mismo signo.

13 Explicar por qué la funcién f definida en [0, /3] por
f(z) = ta*Va— a2

tiene una inversa g. Calcular g’ (3V/3). (Indicacion: f(1) = 34/3.)

Problemas avanzados
14 Hallar la inversa de f(z) = VZ + 1 +vVZ — 1 = (z + 1)'/2 + (z — 1)'/2 definida para z > 1.
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Funciones exponenciales
y logaritmicas

Deberias haber dado mi dinero a los banqueros.
' Asi, a mi vuelta, yo hubiera recibido

lo que era mio, con sus intereses.

—Mateo 25:27

En la Seccién 3.5 hemos estudiado brevemente las funciones exponenciales de la forma a®. Demos-
tramos que eran especialmente adecuadas para describir ciertos fenémenos econémicos, como el
crecimiento de la poblacion y el interés compuesto. En este capitulo se ensefia a derivar estas fun-
ciones. Ademds se introducen las funciones logaritmicas, que son las inversas de las funciones
exponenciales. Mediante los logaritmos se puede dar una definicién alternativa de elasticidad.

8.1 LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL
Recuérdese que la funcién exponencial de base a es

f(z) =d®

donde a es el factor por el que varia f(z) cuando z crece en una unidad. Cada base a suministra
una funcién exponencial distinta. En matemdticas hay un valor particular de a que da origen a una
funcién exponencial muchisimo mas importante que las otras. Se puede uno imaginar que este caso
muy especial es el de a = 2 6 a = 10, pero no es asi. Aunque parezca muy extrafio, la base de la
funcién exponencial més importante es un nimero irracional ligeramente mayor que 2,7.

Para explicar por qué, hay que estudiar la derivada de f(z) = a®. Las reglas de derivacién
anteriores no nos sirven para este caso. Por tanto, nos basamos en la definicién de derivada y
consideramos el cociente de Newton de f(z) = a”, que es

f@+h) - flx) a***—a®

i )

196
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Si esta fraccién tiene limite cuando h tiende a 0, entonces f(z) = a® es derivable y f/(x) es igual
a ese limite.

Haciendo £ = 0 y h — 0 en (%) se obtiene, en particular,

h __
£1(0) = im T (8.1)

(siempre que exista el limite).
Se puede simplificar la fraccién de () si usamos la regla a®**® = a® - a®. Entonces se tiene
e+h _ g% = a®(a? — 1), luego

f@+h) - f@) _ . a"-1

h h

Tomando el limite de esta expresion cuando / tiende a 0, el término a® es constante mientras que,
segin (8.1), la fraccién (a® — 1)/h tiende a f'(0). Por tanto,

f@y=a" = f(z)=d"f(0) (8.2)

Hemos probado asi que, si f(z) = a® tiene derivada en 0 (en el sentido de que existe el limite en
(8.1)), entonces f es derivable para todo z y f'(z) = a® f'(0).

Nota: Obsérvese que f'(0) es funcién de a. Para cada a > 0, se ha definido el nimero f’(0) como
el limite de (a” — 1)/h cuando h tiende a 0. Se puede probar que existe este limite para todo a > 0.
Veremos més tarde que f'(0) = In a, el logaritmo natural de a.

La interpretacién geométrica de f'(0) es la pendiente de la tangente a la grifica de y = a®
en (0,1). Hemos medido estas pendientes para 2° y 3 en las Figuras 8.1 y 8.2 encontrando,
respectivamente, = 0,7 y = 1,1. (Segtn esto, (8.2) implica que f(z) =2° = f(z)=~0,7-2%y
flx)=3* = fl(x)~1,1-3%)

a

y=3"

Pendiente ~ 1,1

/ Pendiente = 0,7 /1
+ + + —— T + el
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
FIGURA 8.1 FIGURA 8.2

Es razonable suponer que, cuando @ varia de 2 a 3, f/(0) crece entre = 0,7 y = 1,1 tomando
todos los valores intermedios. Para un cierto valor de a entre 2 y 3 se debe tener que f'(0) = 1.
Este valor de a es una constante fundamental en andlisis matemdtico. Es un ndmero irracional con
nombre propio, que es la letra e, y que vale aproximadamente

e =2,718281828459045...
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Yy

4]
y=¢"

3 p

2.;
/ Pendiente = 1

-t
-2 -1 1 2

FIGURA 8.3 La funcion exponencial natural.

Puesto que a = e es precisamente el valor de a que da f’(0) = 1 en (8.2), se tiene que

flx)=¢" = fl(z)=¢" (8.3)

La funcién exponencial natural f(x) = e® tiene por tanto la notable propiedad de que la derivada
es igual a la funcién misma. FEsta es la principal razén por la que esta funcién aparece tan frecuen-
temente en matemdticas y sus aplicaciones. Obsérvese también que f”(r) = e*. Como €* > 0
para todo z, f'(z) y f”(x) son positivas. Asi f y f’ son estrictamente crecientes. Esto confirma la
forma de la grafica de la Figura 8.3.

Las potencias de base e son dificiles de calcular a mano —incluso e! = e. Una calculadora

U

cientifica con una tecla de la funcién puede hacer estos célculos inmediatamente. Por ejemplo,
podemos ver que €° ~ 1,6487, e ™ ~ 0,0432.

oao e
0oac me
0000 gy
[ [ [N ]

Combinando (8.3) con otras reglas de derivacién, podemos derivar expresiones complicadas
que incluyan la funcién exponencial e, Antes de estudiar unos ejemplos consideremos funciones
generales de la forma y = €9'®). Para derivarlas aplicamos la regla de la cadena dy/dz = dy/du -
du/dx cony = €* y u = g(z). Asi, y' = e*u’ = e9® g'(z) y escribimos

y=e' = ¢ =S¢ (z) (84)

Ejemplo 8.1
Calcular las derivadas de las funciones siguientes:

@ y=¢® () y=¢fc () y=vVE+z

Solucién:
(a) Usese (8.4) con g(x) = 3z. Como g'(z) =3,y =€ = 3 =€ .3 =3e%.
(b) La regla del cociente da
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(c) Aqui ¥y = Ve?® 4+ = \/u con u = €%* 4+, y asi u' = 2€?® + 1, habiendo usado la
regla de la cadena. De nuevo por esta regla,

: 1 2e% +1
=V€2z+:1,‘= U= I:—-u’:——
y Vu y 2\/u 2vVe® +
Ejemplo 8.2
Hallar la derivada de
f(x) = z%€®

(D6nde es f(z) creciente? (su grifica es la de la Figura 9.23, Seccién 9.5)
Solucién: Derivando por la regla del producto se tiene que
f'(z) = 2z€® + 1%" = ze*(2 + 7)

Vemos que f'(z) = 0 paraxz = 0y £ = —2. El diagrama de signos que se adjunta nos dice
que f es creciente en los intervalos (—oo, —2] y [0, 00) (pero decreciente en [—2,0]).

Nota 1: Un error comun al derivar funciones exponenciales es pensar que la derivada de €® es
“re®~1”, Este error se comete cuando se confunde la funcién exponencial con la potencial.

Nota 2: Se usa a veces la notacién exp(u) en lugar de e™. Si u es una expresién complicada como
z* + 24/ — 1/z, es més ficil (tipogrdficamente hablando) leer y escribir exp(z® + /T — 1/)
que ez3+z\/z—l/z-

Un resumen de las propiedades de e®

La funcién exponencial natural

f(z)=¢€°

(e =2,71828.

)

es derivable y estrictamente creciente para todo nimero real x. De hecho
f(z) =" = f'(z) = f(z) =€

Se verifican las propiedades siguientes para cualesquiera exponentes s y i:

(a) e’e’ = °*

(b) es/et — es—t

(©) (e = e
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Problemas

1 Derivar las funciones siguientes usando la regla de la cadena:

(a) y= e (b) Y= 2633 (c) Y= el/:"' (d) y= 562:!:2—3:l:+1

2 Calcular lo siguiente:

@A) 0 Seren) @ () @ A"

3 Considérese la funcién f definida por f(z) = xe® para todo z.
(a) Calcular f'(z) y f”(z). Hallar los intervalos de crecimiento de f.
(b) Dibujar la grifica de f.
4 En cierto modelo econémico, el mimero de familias con renta < z viene dado por
p(x) =a+k(l—e %) (a, k, c son constantes positivas)

Determinar p'(z) y p” (z) y dibujar la grifica de p.

5 Sea f(z) = (@ — 2z — 3)e*. Dibujar la grifica de f para —4 < z < 3.

Problemas avanzados
6 Las expresiones %(e* —e My %(e“: + €™ %) aparecen tan frecuentemente que se les han dado simbolos
especiales:
et —e " et +e’ "
sinh:t:=——2——, cosha::——z—

y se llaman el seno hiperbdlico y el coseno hiperbélico respectivamente. Dibujar las grificas de las dos
funciones y demostrar que las férmulas siguientes son validas para todo x:

(a) cosh(z + y) = coshz coshy + sinh z sinh y (b) cosh2z = (coshz)? + (sinh z)?
(c) sinh(z + y) = sinhz coshy + coshz sinhy (d) sinh2x = 2sinhzcoshx
(e) (coshz)? — (sinhz)* =1 (f) sinh®z = i(cosh2z — 1)
d d
(g) E(sinh z) = coshz (h) —‘E(cosh z) = sinhz

7 Probar por induccién que la derivada n-ésima de ze® es (T + n)e®.
8 Sea f(z) = a*. Probar que
fz+z)=f(2)f(z)" (para todo z, 2) (¥)

Supongamos que f es derivable. Derivar (*) respecto a z (manteniendo x fijo) y luego hacer z = 0.
Explicar por qué esto da una justificacién alternativa de (8.2).

8.2 LA FUNCION LOGARITMICA NATURAL

Definimos en la Seccién 3.5 el tiempo de duplicacién de una funcién exponencial f(t) = a?, a > 1,
como el tiempo que necesita f(t) para hacerse dos veces mas grande. Para hallar el tiempo de
duplicacién t* hay que resolver la ecuacién a®” = 2 en t*. En economia hay que resolver a menudo
problemas similares:

1. Con la tasa de inflacién actual, ;cudnto tardardn los precios en triplicarse?
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2, Si la deuda nacional de los EE.UU. continda creciendo a la tasa actual, ;cuinto tardard en
alcanzar 10'3 d6lares?

3. Si se hace un dep6sito de 1.000 ddlares en una cuenta de ahorro a un interés del 8% anual,
(cudnto tardardn en convertirse en 10.000$?

Para responder a todas esas cuestiones hay que resolver ecuaciones de la forma a® = b en . Por
ejemplo, el Problema 3 consiste en hallar £ en la ecuacién 1.000(1,08)* = 10.000, 6 equivalente-
mente (1,08)° = 10.
Comenzamos con ecuaciones para las que la base de las exponenciales es €. Damos unos
ejemplos:
(1) €€=4 (2) 5¢*=16 (3) Aee * =k

En todas esas ecuaciones la incdgnita esta en el exponente. Damos, por tanto, la siguiente definicién:
Si e* = a, se llama a u el logaritmo natural de a y se escribe u = Ina. Asi tenemos la siguiente
definicién del simbolo Ina:

e =gq (para cualquier nimero positivo a) (8.6)

Asi, Ina es el exponente al que hay que elevar e para obtener a.

Como e® es una funcién de u estrictamente creciente, se deduce que Ina estd univocamente
determinado por la definicién (8.6). El lector debe aprender bien de memoria esta definicién; es el
fundamento de todo lo que contiene esta seccién, y de buena parte de lo que viene después. En el
ejemplo siguiente practicamos un poco aplicando la definicién.

Ejemplo 8.3
Calcular:
(a) Inl (b) e (¢) In(l/e) (d) 4 (e) In(—6)
Solucién: .
(a) In1 = 0, porque €° = 1y asi O es el exponente al que hay que elevar € para obtener 1.
(b) Ine = 1, porque e! = e y asi 1 es el exponente al que hay que elevar e para obtener e.

(¢) In(1/e) = Ine™' = —1, porque —1 es el exponente al que hay que elevar e para obtener

(d) In4 es el exponente al que hay que elevar e para obtener 4. Como e! =~ 2,7y € =
e'-e! &~ 7,3, el niimero In 4 debe estar entre 1 y 2. Experimentande con la tecla m de
una calculadora cientifica, se debe poder hallar una buena aproximacién del In4 mediante
prueba y error. Sin embargo, es més facil pulsar 4 y la tecla . Asi se obtiene que
In4 ~ 1,386. Por tanto, €% =~ 4.

(e) In{—6) es el exponente al que hay que elevar e para obtener —6. Como e” es positivo
para todo z, In{—6) no est4 definido

El cuadro (8.7) retine algunas reglas dtiles para los logaritmos naturales. Todas ellas son con-
secuencias sencillas de las reglas de potenciaci6n.
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Reglas iitiles para In
(a) In(zy) =Inz +Ihy (z, y positivos)
(El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores.)

z
(b) I " =z -y (z, y positivos)

(8.7)
(El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia entre el logaritmo del numerador y el del

denominador.)
(¢) InzP =plnz  (z positivo)

(El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de 1a base.)

(d) Inl=0, Ine =1, z=€"" y Ine®* =z

Para probar (a) hay que observar, en primer lugar, que la definicién de In(zy) implica que
eP@Y) = gy, Ademis, T = e ¢ y = €Y, luego

eln(:z:y) =y = eIﬂzz:elﬂy — eln:z:+1ny (*)

donde se ha usado la regla (8.5)(a). En general, e* = €” implica u = v, luego deducimos de (*)
que In(zy) = Inz + Iny. Las demostraciones de (b) y (c) se basan en (8.5)(b) y (c), respectiva-
mente, y se dejan al lector. Finalmente, (8.7)(d) enumera unas propiedades importantes para futuras
referencias.

Advertencia: No hay reglas sencillas para logaritmos de sumas y diferencias. Es tentador sustituir
In(z + y) por Inz + Iny, por ejemplo, pero es completamente erréneo. En efecto, Inz + Iny es
igual a In(zy), no a In(z + y).

No hay férmulas sencillas para In(z + y) y In(z — y)

Damos algunos ejemplos de aplicacién de las reglas anteriores.

Ejemplo 8.4
Expresar en funcién de In 2 los siguientes: (a) In4, (b) In V25 y (¢) In(1/16)
Solucién:

(a) n4=1n(2-2) =In2+1n2=2In2 (6 In4 = In2? = 2In2)
(b) Tenemos que v/25 = 25/3 Por tanto, In /25 = In2%/% = (5/3)In2
(¢) In(1/16) =1In1—1n16 =0 — In2* = ~4In2 (6 In(1/16) = In2~* = —41n2)

Ejemplo 8.5
Resolver las siguientes ecuaciones en z:

(a)5e > =16 (b) Aae ™=k (c) (1,08° =10 (d)e"+e *=2

Solucién: (a) Tomando In en cada lado de la ecuacién se obtiene In(S5e™**) = In 16. La regla
del producto da In(5¢™>*) = In5 + Ine™>*. Ademis, Ine™>® = —3zlne = —3z porque
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Ine = 1. Por tanto, InS — 3z = In 16, lo que da

~z=3(n5-n16)=3ln

lin 3
3 M6
(b) Razonamos como en (a) y obtenemos In(Ace™%*) = Ink, 6 In(Aa) + lne™** = Ink,

luego In(Acr) — ax = Ink. Por consiguiente, M
1 1 a

z=— In(Aa) — Ink] = aln p
(c) De nuevo tomamos In en cada lado de la ecuacién y obtenemos zIn1,08 = In10. Asi la
solucién es z = In 10/ 1n 1,08, que vale =~ 29,9. La interpretacién de esta ecuacién es que se
necesitan un poco menos de 30 afios para que un délar al 8% se convierta en 10.
(d) Si se empieza tomando logaritmos In(e” + e~®) = In2, como antes, no vamos a ninguna
parte porque no hay férmulas para desarrollar In(e® + e *). En su lugar, razonamos asi:
poniendo u = e* se obtiene e~ = 1/e® = 1/u, luego la ecuacién es u + 1/u = 2, o sea
u? + 1 = 2u. Resolviendo esta ecuacién de segundo grado en u se obtiene u = 1, solucién
tnica. Por tanto, e* = 1 y asi z = 0. (Comprobar esta solucién. Considerar también la grafica
de coshz del Problema 6 de la Secci6n 8.1.)

La funcion g(x) =In x
Se define el niimero In por la relacién e
g{x) =z (x> 0) (8.8)

se llama la funcién logaritmica natural. Esta definicion se muestra en la Figura 8.4. Imaginémonos
que  es un punto que se mueve hacia arriba sobre el eje vertical, desde el origen. Cuando x aumenta
desde valores menores que 1 a valores mayores que 1, g(z) pasa de valores negativos a positivos. En
efecto, como f(u) = e" es estrictamente creciente con rango (0, 0o), se deduce del Teorema 7.9 de
la Seccién 7.6 que f tiene una funcién inversa ¢ que es también estrictamente creciente con dominio
(0, 00). Como el dominio de f es (—oo, 00), sabemos que g tiene rango igual a (—o00, 00). Asf,
la funcién exponencial f(z) = e” y la funcién logaritmo natural g(z) = Inz son inversas la una de
la otra. En particular se tiene (véase (7.20)):

InZ — 7, para cada nimero positivo . La funcién

Ine® =z  paratodo =

e"Y=y paratodoy >0

_/l }
g(z)

FIGURA 8.4 llustracion de la.definicién de g(x) = In x.

U

Hemos dibujado la grifica de g(z) = Inz en la Figura 8.5. El lector deberd aprender de
memoria la forma de esta grafica. Por el Ejemplo 8.3 se tiene g(1/e) = —1, g(1) =0y g(e) = 1.
Obsérvese que esto se corresponde bien con la grafica. '
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—14+

FIGURA 8.5 La gréfica de la funcion logaritmo natural g(x) = In x.

Derivacion de funciones logaritmicas

Si suponemos que g(z) = Inz tiene derivada para todo = > 0, entonces podemos encontrar esta
derivada facilmente. Derivemos implicitamente la ecuacién

eI = g (%)
respecto a z, usando el resultado de (8.4). Se tiene que
eI (z) = 1

Como €9®) = z es zg'(x) = 1. Por tanto:

g(z)=lnz = g'(z)= % (8.9)

Asi la derivada de Inz en el punto  es sencillamente el nimero 1/z. Para £ > 0 tenemos que
g'(z) > 0, luego g(z) es estrictamente creciente. Nétese ademds que ¢g”(z) = —1/x%, que es
menor que O para todo £ > 0, luego ¢'(z) es estrictamente decreciente. Esto confirma la forma de
la grafica de la Figura 8.5. De hecho, el crecimiento de In es bastante lento. Por ejemplo, Inz
alcanza el valor 10 cuando z > 22.026, porque In = = 10 equivale a = = €'® ~ 22.026,5.

Nota: Hemos deducido (8.9) bajo la suposicién de que g(x) = Inx es derivable. De hecho, por
el Teorema 7.9 de la Seccién 7.6, la funcién logaritmica g es derivable. Como la derivada de
f(z) = € es €%, aplicando (7.25) a yo = €, tenemos que g'(yo) = 1/e™ = 1/y,. Esto es lo
mismo que (8.9), excepto que el simbolo ¥, se sustituye por z.

A menudo hay que considerar funciones compuestas en las que hay logaritmos naturales. Puesto
que Inu estd definido sélo cuando u > 0, una funcién compuesta de la forma y = In h(z) estard
definida solamente para valores de x tales que h(z) > 0.

Combinando la regla para derivar Inz con la de la cadena se pueden derivar muchos tipos de
funciones. Supongamos, por ejemplo, que ¥ = In h(x), donde h(x) es derivable y positiva. Por la
regla de la cadena, y = Inu con u = h(z) implica que y' = (1/u)u’ = [1/h(z)| W (z), luego:

y=hh{z) = y = (8.10)
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Ejemplo 8.6
Hallar los dominios de las funciones siguientes y calcular sus derivadas:

@ y=W(l-z) () y=h@-2) (© -‘f:‘“(::)‘i””

Solucioén:

(a) In(1—x) estd definida si 1—x > 0, esto es si ¢ < 1. Para hallar la derivada usamos (8.10)
con h(z) = 1 — z. En este caso, h'(x) = —1, luego por (8.10),

' -1
1—=zx

(b) In(4 — z?) est definida si 4 — z° > 0, esto es, si (2 — z)(2 + ) > 0. Esto ocurre si y
s6lo si —2 < « < 2. La férmula (8.10) da

| T2
Yo a2

(€) Se necesita que (z — 1)/(x + 1) > 0. Un diagrama de signos prueba que esto se verifica
siysélosiz < —16x > 1. Se tiene y = Inu — @, donde u = (z — 1)/(z + 1).
Usando (8.10) obtenemos que

u 1
f(w) w 4
donde
, lo(z+1)—1-(z—1) 2
U = =
(z+1)2 (x+1)2
Asi

oo 2z +1) 1_9-2 (3-z)3+4)
T e 4w T s e
)

Nota: Si aplicamos la regla del cociente (8.7)(b
obtenemos

para In a la férmula de (c) en el Ejemplo 8.6

fl@)=In(z—1)—In(z+1) — —a: (*)

Derivando esta expresién es mds ficil deducir la férmula correcta de f’(x). Sin embargo debe
notarse que la expresion en (*) estd definida sélo cuando £ > 1, mientras que la férmula en (c) estd
también definida para £ < —1. El quid est4 en que la férmula In(p/q) = Inp —In g es correcta sélo
cuando p y q son positivos, mientras que In(p/q) tiene sentido también cuando p y ¢ son negativos.
En este caso In(p/q) = In(—p) — In(—q).

Derivacion logaritmica

Cuando se deriva una expresién que contiene productos, cocientes, raices, potencias y combinaciones
de ellas, es a menudo ventajoso usar la derivacién logaritmica. Damos un ejemplo de aplicacién
del método:

Ejemplo 8.7
Hallar la derivada de '
zP(ax + b)?

(cx+a) | 0
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Solucién: Témese primero el logaritmo natural de cada lado:
Iny=InA+plnz + qln(ax + b) — rIn(cz + d)
Derivando respecto ;1 T se obtiene
y 1 1 1

—=p—+ a—rT c
Yy L qa:c+b cr+d

Multiplicando por y, que estd dado por (1), se tiene

,=A:c”(a:c+b)q _ (2 aq cr )
(cx +a)

y T az-}-b—cz-i-d

Un resumen de las propiedades de In

La funcién logaritmica natural
g(z)=Inc

es derivable y estrictaménte creciente para todo £ > 0. De hecho,
gx)=1/z

Las propiedades siguientes se verifican para todo z > 0, y > O: J

(a) In(zy) =lnz +Iny (b) In(z/y) =lnz —Ilny (c) Inz? = plnz
Ademés, Ine® = x para todo ndmero real z y

Inz — —oc cuando T — 07, Inz — 0o cuando T — o0

Problemas

1 Expresar los niimeros siguientes en funcién de In 3:
1
5

(a) In9 (b) V3 (c) Inv/3? (d) In 5

2 Resolver las ecuaciones siguientes en z:
(a) 3°=8 (b) Inz =3 (¢) In(x*—4z+5)=0
(d) Infz(z —2)] =0 () % -0 (f) In(vz—5)=0

3 Resolver las ecuaciones siguientes en T:
(a) 3°4°*7 =38 (b) 3lnz+2Inz* =6 (c) 4°—4""' =31 3%

4 Resolver las ecuaciones siguientes en ¢:
1 1
(8) «=et*? (b) e =1/2 (c) — et =

Va2r 8
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5 Demostrar las igualdades siguientes (con restricciones adecuadas de las variables):
(a) Inz —2=In(z/e?)
(b) nz —Iny+Inz=In(zz/y)
() 3+2mnz = In(e*z?)

@ tmr-2ml mE@E+1)=m v
— r— - —_ — T =
2 2 =z z+1
n
(€) —pilnpi—plnp, — - —pplnpy = > p;In(1/p;)

in1
6 ;Verdadero o falso: (a) ¢ < e™ (b) e > ¥m?

7 Decir si las férmulas siguientes son siempre ciertas o si puede que no lo sean (todas las variables son
positivas):
(a) (InA)*=4mA (b) mB=2InvVB (©) mA® —InA*=3InA?

8 Decir si las férmulas siguientes son siempre ciertas o si puede que no lo sean (todas las variables son
positivas):

(a) lnAZBz‘lnA—HnB—lnC’ (b) lnAg =1n(A+ B) —
A B
(c) lnE—HnZ =0 (d) pln(ln A) = In(ln AP)
In A
_ p —_— -1
(e) pln(ln A) = In(ln A) (f) mB+mC In A(BC)
9 Hallar los dominios de las funciones siguientes:
3z —1
(@) y=In(@+1) ) y=In—— (©) y=Inla]
' 1
] = 2 _ = =
@ y=In(z*~1) ©) y=In(inc) O v= =T
10 Hallar las derivadas de las funciones siguientes:
(a) In(z + 1) (b) mnz+1 (c) zlnz d) —
Inz
11 Hallar las derivadas de las funciones siguientes:
(a) In(lnz) (b) In\/(1 — %) () € Inz
(d) e® Inz? (e) In(e® +1) (f) In(@®+3z — 1)

12 Hallar la ecuacién de la tangente en los casos siguientes:
(a) y = Inz en el punto cuya coordenada = es: (i) 1; (ii) %; (iii) e.
(b) y = ze® en el punto cuya coordenada x es: (i) 0; (i) 1; (iii) —2.

13 Usando derivacién logaritmica hallar las derivadas de las funciones siguientes:

1/3

z+1

@ f@=(2)  ®i@- @ f@=vaT2E e+

14 Si f(z) = e® — 1 — x, entonces f(0) = 0y f'(x) = € — 1 > 0 para todo £ > 0. Por tanto, f(z)
es estrictamente creciente y f(z) > 0 para todo £ > 0, luego e® > 1 + & para todo £ > 0. Probar las
siguientes desigualdades usando el mismo método.
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(a) e >1+x+z*/2paraz >0
(b) lx<m(l+z)<zprad<zc<1

1+t .
(©) ln(i—+—t> >2tparald <t <1

15 Consideremos la funcién f definida para todo & por
f@ ="~z
(a) Probar que f(x) > 0 para todo z. (Indicacion: Estudiar el signo de f’(z). Dibujar la grifica.)
(b) Probar que la ecuacién ' — = 1 tiene justamente dos soluciones.

(c) Sea g la funcién
1

In(e~! — x)

(Para qué valores de z estd definida g? Estudiar g(x) cuando z = o0 y £ — —00.

g(z) =

(d) Dibujar la grifica de g.
16 Simplificar las expresiones siguientes:
(2) exp[In(z)] ~ In[exp(2)] (b) In[z*exp(~2)] (c) exp[in(z®) —2Iny]
17 La distribui‘io’n del valor extremo en estadistica estd dada por
F(z) = exp[ — exp(~)]

(a) Escribir F'(z) en forma estdndar.
(b) Calcular f(z) = F'(z) y escribir el resultado de dos maneras.
{(c) La funcién f se llama la funcién de densidad asociada a F. Calcular f'(zx).

18 Se ha definido la elasticidad de yy = f(z) con respecto a x en la Seccién 5.6 de la forma siguiente:

T 7
El,y = ~y
y
Hallar las elasticidades de las funciones siguientes:
(@ y=¢€* (b) y=Inz (c) y=a®
19 Calcular las elasticidades de las funciones siguientes (donde @ y § son constantes, § # 0):
@ y=¢ () y=2'¢" () y=zhie+l) (@ y=@+17

20 Derivar las funciones siguientes usando derivacién logaritmica:
(@) v ® (V) (0

21 Demostrar usando derivacién logaritmica que, si u y v son funciones derivables de = y si u > 0, entonces
!
vu
y=u" =y =u’ (v'lnu+ ——)
U

22 En un articulo sobre teoria de la produccion se estudiaba la funcién
NeK«e
No 4 bKe

Haillese la expresién de F'(c).

v/a
) (a, b, v, N, y K son constantes positivas)

F(a) =a<

23 Hallar la inversa de y = sinhz = %(ez — e~ %) (véase Problema 6, Seccién 8.1). (Indicdcién: Hay que
resolver una ecuacién de segundo grado en u = €%.)
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8.3 GENERALIZACIONES

Se puede escribir todo nimero positivo a en la forma a = e!"? luego, usando la propiedad general
(e")® = e™, tenemos la férmula

T _ (elna)z — Tlna

a e

En los problemas en que aparece una funcién del tipo a® podemos trabajar con ella en la forma
eb®, donde b es una constante igual a Ina. En particular, podemos derivar a® derivando e*!n®
Escribiendo g(x) = xlna y aplicando la regla de la cadena (8.4), obtenemos lo siguiente:

y:a,"':=>y1:a,zlna, (8.11)

Por ejemplo, si a = 10 entonces ¥y = 10° = 3y’ = 10" In10. Esta férmula es coherente con lo
anterior porque, si @ = e, entonces y = e* = 7y’ = e” porque Ine = 1.

Nota: Comparando (8.11) con (8.2) en la Seccién 8.1 vemos que f'(0) = Ina. De la definicién de
f(0) en (8.1), se deduce que (a® — 1)/h — Ina cuando h — 0. Sustituyendo a por & tenemos
que '

zh —1

lim

Jim — =Inz (x> 0)

Fijémonos en este limite con mas detalle. Para todo h > 0, definase la funcién g, por’

para todo x > 0. Entonces

1
=Inzx

i = li
o, 9n(%) = fim,

De hecho, Inz estd acotada superiormente por cada una de las funciones gn(x) (h > 0). Para ver
esto considérese, para cada h > 0, la funcién Fj,(x) = gp(z) — Inz = (=" — 1)/h — Inz, definida
para £ > 0. Entonces Fp(1) =0y

hzh—1 1 :vh—l{<0, si0<z<1

/ — R
Fip(z) = — r =z >0, siz>1

Asi, Fp(x) disminuye desde valores positivos hasta 0 cuando 0 < x < 1, pero aumenta desde 0 a
valores positivos cuando £ > 1. Se deduce que Fj(x) > O paratodo £ > O exceptoen z = 1, y

asi
h
zt —1
gr(z) = h >Inz (paratodo x > 0, z # 1)

La Figura 8.6 muestra c6mo gp(x) tiende a Inz cuando h tiende a 0.

Logaritmos en bases distintas de e

Recuérdese que hemos definido el nimero Inx como el exponente al que hay que elevar la base

! La funcién gr ¥ su limite cuando h tiende a 0 estén relacionados con la conocida transformacién de Box-Cox en

estadfstica.
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FIGURAB.6 y =(x"—1)/h(h= +0,25 +0,1),ey =Inx.

e para obtener z. De vez en cuando es itil operar con logaritmos en base distinta de e. Durante
muchos afios, de hecho hasta que se popularizé ampliamente el uso de méquinas calculadoras meci-
nicas y electrénicas, se utilizaban gruesas tablas de logaritmos en base 10 para hacer cédlculos com-
plicados que requirieran gran cantidad de multiplicaciones, divisiones, raices cuadradas, etcétera, o
bien que estas operaciones fuesen largas y tediosas.

La definicién de logaritmo en base arbitraria es andloga a la de logaritmo natural. La damos a
continuacién.

Supongamos que a es un nimero positivo fijo, en general mayor que 1. Si a* = z, el nimero u,
univocamente determinado por Z y a, se llama el logaritmo de = en base a, y se escribe © = log,
Asi se define el simbolo log, x, para todo niimero positivo = por la relacién siguiente:

alogaz =z (8'12)

Por e_|emplo log,32 = 5 porque 2° = 32, mientras que log,,(1/100) = —2 a causa de que
1072 = 1/100.

Para hallar la relacién entre el logaritmo natural y el logaritmo en base @ de un mismo nimero,
tomamos logaritmos naturales en cada lado de (8.12) obteniendo

log,z-lna=Inz
luego
1
log,z=— Iz 8.13
08T =1 — | (8.13)
Esto nos dice que el logaritmo de x en el sistema de base a es proporcional al In x, con el factor de

proporcionalidad 1/ Ina. Se deduce inmediatamente que log, obedece a las mismas reglas que el
logaritmo natural {comparar con (8.7) de la Seccién 8.2):
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Reglas para log,,

a) log,(zy) = log,  + log, ¥

b) log, T_ log, z — log, y (8.14)
Y

(c) log, o =plog, x
(d) log,1=0 'y log,a =1

Por ejemplo, 8.14(a) se deduce de la regla correspondiente (8.7)(a) para el logaritmo natural:

1 1
log, (Ty) ~a In(zy) = E(lﬂw + Iny)

1 1
:E Inz + -@lny =log, T + log, ¥
De (8.13) y (8.9) obtenemos
, - 11
y=log,z = Y =-—— (8.15)

Ina =
Una caracterizaciéon del numero e
Hemos probado en la Seccién 8.2, por derivacién implicita, que si g(z) = Inz es derivable,

entonces g'(x) = 1/x. M4s concretamente, g'(1) = 1. Si usamos la definicién de ¢'(1) y (8.7)(c),
junto con que In1 = 0, obtenemos

In(1+h) —In1 1
1=g'(1) = lim —————— = tim — In(1 + h) = lim In(1 + h)'/%
g()hg»no h h1—>n})h(+)hl—>mo(+)
Puesto que In(1 + h)/* tiende a 1 cuando h tiende a 0, se deduce que (1 + h)'/* debe tender a e
y asi:
e = lim (1 + k)" (8.16)
h—o0
TABLA 8.1 Valores de (1 +h)'/"
h 1 1/2 1/10 1/1.000 1/100.000 1/1.000.000

(1+n)'/" 200 225 25937... 27169... 2,71825... 2,718281828. ..

Se ha calculado la Tabla 8.1 usando una calculadora cientifica. Los resultados parecen confirmar
que la expresion decimal de e que dimos es correcta. Vemos en la tabla que nos aproximamos mas y
mds a e conforme elegimos i més y més pequefio. Si ponemos h = 1/n, donde el nimero natural
7 se hace cada vez més grande, obtenemos lo siguiente:

— 1 n
e= lim (1+1/n) (8.17)




212  Capftulo 8/ Funciones exponenciales y logarftmicas

Otro limite importante

Si @ es un ndimero arbitrario mayor que 1, entonces a® — o0 cuando £ — 0. Por ejemplo,
(1,0001)® — oo cuando £ — 00. Ademds, si p es un niimero positivo arbitrario, entonces ¥ — co
cuando x — 00. Si comparamos (1,0001)% con z'%%°, es claro que el primero crece muy lentamente
al principio mientras que el segundo crece muy riapidamente. Sin embargo, este comportamiento
inicial es engafioso pues (1,0001)* “sobrepasa” a la larga ampliamente a %%, Este hecho ocurre
siempre y se puede formalizar de la manera que indicamos a continuacién. En general se verifica lo
siguiente:

P
lim — =0 (a > 1, p un nimero fijo) (8.18)

z—00 g%

Por ejemplo z?/e” y x'°/(1,1)® tienden a O cuando z tiende a co. El resultado (8.18) es muy
notable. Se le puede enunciar brevemente diciendo que, para una base arbitraria mayor que 1,
la funcién exponencial crece mds rdpido que cualquier potencia de x. Mas brevemente atin: “las
exponenciales sobrepasan a las potencias” .

Para probar (8.18) basta ver que In(zP/a®) — —oo cuando £ — 00, puesto que, si ésto se
verifica, entonces P /a® — 0 cuando £ — oo (véase Figura 8.5). En efecto,

P In
lnm—zplnm—mlnazx(p—:f—lna>
a® T

Como a > 1 es Ina > 0. Si probamos que

Inz

- —0 cuando =z 00 (8.19)
deducirfamos que p(Inz/z) —lna — —Ina, y asi tendriamos todo demostrado. Pero (8.19) es una
consecuencia fécil de la regla de I’'Hépital para el caso“+00/ & 00”. En efecto,

Inz “oo” 1/z
lim — = — = lim —L— =0
=00 I o0 z—oo 1

La funcién potencial general

En la Seccién 4.5 dijimos que, para todo nimero real a,
fz) = 2® = f'(z) = az®" (*)

Sin embargo no habiamos definido z® para valores irracionales de a. Podemos dar ahora esta defi-
nicién para todo > 0. Como z = €%, definimos

xa — (elnz)a — ealna:

Usando la regla de la cadena se tiene
d d
@) =
dz dz

De esta manera hemos probado la regla de derivacién (*) incluso cuando a es un nimero irracional.

a—1

a
ealna:) alnzr = a =ar

= € . =T
T

|8ile
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Férmula de Taylor para e*

Si f(x) = €%, todas las derivadas de f son iguales a €” luego la derivada k-ésima de f enz = 0
vale 1 —esto es, f(k)(O) = 1 para k = 1,2, ..., n. Por tanto, la férmula de Taylor (7.10) de la
Seccién 7.4 dice que, para un nimero ¢ entre 0 y z, se tiene

z o z"

1—!+2—!+"'+;L—!‘+

.’L'n+1

(n+ 1)

Se puede probar que para cada z, el resto en (8.20) tiende a O cuando n tiende a infinito. Asi,
usando (8.20), se puede calcular e® para cualquier z, con un grado arbitrario de precisién. Sin
embargo, si |w| es grande, debemos calcular un mimero elevado de términos para obtener una buena
aproximacién, porque el resto tenderd a 0 muy lentamente, en este caso, cuando 7 tienda a infinito;
de hecho, los primeros términos creceran muy rapidamente para luego irlo haciendo mas lentamente
cada vez.

Veamos qué aproximacién de ! = e obtenemos cuando n = 3. Poniendo £ = 0,1y n = 3
en (8.20) obtenemos

e =1+ e (8.20)

1 1 1 (o,1)*
0,1 ’ c
e =1+ -4 — 4 —4 —e *

10 + 200 + 6.000 24 )
para un c en el intervalo (0, 0,1). Como ¢ < 0,1, es e¢ < %! < 1,2, donde se verifica la tltima
desigualdad porque (e®!)!° = e < (1,2)!° ~ 6,2. Por tanto,

0,1)* 1
0 < ——e" < ——— 1,2 = 0,000005
24 240.000

Por consiguiente, si despreciamos el resto en (*), el error cometido es menor que 0,000005. La
aproximacién %! =~ 1 + 0,1 + 0,005 + 0,00017 = 1,10517 es exacta hasta la quinta cifra decimal.

Problemas
1 Calcular:
(a) log 25 (b) logs V125 (c) logs1/25 (d) log,,100°
2 Hallar z en:
(a) log,z=2 (b) log,€* =2 (¢) logyz =-3 (d) log,,x* = 100

3 Derivar las funciones siguientes:

(a)) y=5-3° (b) y=2"Inz () y==zlog, (d) y=log,vV1+z?

4 Resolver las ecuaciones en x siguientes:

e:c+1

(a) e € (b) [In(z + e)]3 — [In{z + e)z]2 =In(z + €) — 4

5 Resolver las desigualdades siguientes:

(a) nz < —1 (b) In(@* —z~1)>0 () nz +In(z —3) <Iln4
6 Usando la regla de ’'Hopital (Teorema 7.8, Seccién 7.5), o por cualquier otro método, hallar los limites
siguientes:
e® —1 et — et-! In(z — 1)

. i i
(2) Jim — () Jim — (c) Jim iz
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(d) lim z'/* () lim clnz () lim z°
00 z—0% z—0*
7 Hallar el limite
J S
im = —Y
A0t A

donde z e y son constantes positivas.

8 Hallar las aproximaciones de Taylor de orden 3 de las funciones siguientes, en un entorno de x = 0,
usando (5.11) de la Seccién 5.5. (Se pueden comprobar los resultados parcialmente usando (8.20).)

(a) ze® (b) €* ) z*+ef (d Ver +1

9 Usar los polinomios de Taylor de grado 3 para hallar soluciones aproximadas de la ecuacién

1,3 - — _
3T+ z(e*+eF)—(eF—eT)—z=0

Problemas avanzados

10 Dada la funcién f(z) = e~ V/% (z # 0), f(0) = 0, comprobar que f®(z) = z~%pi(z)e~ V="
(x # 0), donde pi(z) es un polinomio de grado 2k — 2. Probar, por tanto, que f*)(0) = 0 para todo
entero positivo k. (Para esta funcién, todos los polinomios de Taylor en el origen son idénticamente nulos,
pero la funcién es O sélo en el origen. La moraleja de este ejemplo es que, para saber que los polinomios
de Taylor de una funcién suministran una buena aproximacién de ella, se debe estimar el tamafio del
resto.)

8.4 APLICACIONES DE EXPONENCIALES Y LOGARITMOS

Supongamos que f(t) designa las existencias de algo en el instante t. La razén f'(t)/f(t) es la
tasa proporcional o relativa de crecimiento de existencias en el instante . En muchas aplicaciones,
la tasa relativa de crecimiento es una constante r. Entonces

fi®)=rf(t) (paratodo t) (8.21)

{Qué funciones tienen una tasa relativa de crecimiento constante? Las funciones del tipo f(t) =
Ae™ la tienen porque f'(t) = Are™ = rf(t). El punto importante es que no hay mds funciones
con esta propiedad. Supongamos que g es una funcién que verifica que g'(t) = rg(t) para todo t
y definamos h por h(t) = g(t)e™"*. Entonces h'(t) = ¢'(t)e™™ + g(t)(—r)e " = e~ "¢ (t) —
rg(t)], que vale O para todo ¢. Asf, h(t) = A, constante, luego g(t) = Ae™. Asf hemos probado
que

f'(t) = rf(t) paratodot <> f(t) = Ae™ con A constante (8.22)

Consideremos ahora algunas aplicaciones para las que (8.22) es importante.

Ecologia

Supongamos que f(t) designa el nimero de individuos de una poblacién en el instante ¢. La
poblacién puede ser, por ejemplo, una colonia de bacterias, o de osos polares articos. Llamamos
a f'(t)/ f(t) la tasa de crecimiento per cdpita de la poblacién. Si no hay ni inmigracién ni emigra-
cion, la tasa de crecimiento per céapita de la poblacidn serd igual a la diferencia entre las tasas per
cépita de natalidad y de mortandad. Esas tasas dependerdan de muchas variables, como cantidad de
alimentos, distribucidén de las edades, espacio vital disponible, predadores, enfermedades y parésitos,
entre otras.
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La ecuacién (8.21) suministra un modelo muy sencillo de crecimiento de la poblacién. En este
caso, (8.22) implica que la poblacién debe crecer exponenciaimente. En la realidad, el crecimiento
exponencial s6lo puede mantenerse durante un periodo limitado. En vez de suponer que la tasa
relativa de crecimiento es constante, es mas realista suponer que, una vez que la poblacién estd por
encima de una cierta cantidad K (llamada la capacidad de la poblacién), la tasa de crecimiento per
cépita es negativa. La ecuacién :

f(®)

s =riw(1-52) 6.29

expresa una forma especial para esta hip6tesis.

Obsérvese que, cuando la poblacién f(t) es pequefia en comparacién con K, f(t)/K es
pequefio, luego f/(t) = rf(t) y f(t) crece de manera (aproximadamente) exponencial. Cuando
f(t) se hace mayor, el factor 1 — f(¢)/K va tomando importancia. Se puede probar en general
(véase Problema 8) que, si f(t) satisface (8.23) (y no es idénticamente nula), debe tener la forma

fiy=—=

= m (A constante) (824)

Si hay IV individuos en el instante ¢ = 0, entonces f(0) = Ny y (8.24) da Ny = K/(1 + A),
luego A = (K — Ny)/Np. Si Ny < K, entonces A > 0. Se deduce entonces de (8.24) que f(t) es
estrictamente creciente f(t) — K cuando t — oo (suponiendo que 7 > 0). La Figura 8.7 muestra
la grafica de f(t).

FIGURA 8.7 Crecimiento logistico hasta el nivel K.

Las ecuaciones como la (8.23) con soluciones de la forma (8.24) aparecen en numerosos mode-
los —véanse, por ejemplo, los Problemas 5 y 6. La funcién f definida en (8.24) se llama funcién
logistica.

Relaciones log-lineales

Supongamos que dos variables z, ¥ estdn relacionadas por la ecuacién
y=Az®  (z,y, A positivos) (1)

Designemos por “log” al logaritmo de base cualquiera. Tomando el log de cada lado de (1) y
aplicando las reglas (8.14), vemos que (1) equivale a la ecuacién

logy =logA+alogzx _(i)
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Vemos en (2) que logy es una funcién lineal de log = y por tanto decimos que (1) es una relacién
log-lineal entre = e y. La transformacién de (1) a (2) se usa a menudo en modelos econémicos,
normalmente con logaritmos naturales. (Véanse Problemas 9 y 10, por ejemplo.)

Supongamos que hay una tabla que describe una relacién entre dos variables positivas , y.
Constriyase otra tabla para la relacién entre Inz y Iny y dibGjense los resultados en un nuevo
sistema de coordenadas en el que se midan Inz y Iny sobre los dos ejes. Si los puntos resultantes
estan aproximadamente sobre una recta, la relacion entre z e y serd aproximadamente de la forma
y = Az®. (En la Seccién 15.7 damos un método para hallar una recta que, en un cierto sentido alli
precisado, se ajuste a los datos lo mejor posible).

Ejemplo 8.8
La Tabla 8.2 estd tomada de Panorama del Consumidor 1980-1982 (publicado por la Oficina
Central Noruega de Estadistica, 1984). Muestra la relacién entre el gasto sanitario ¥y, y el total
z del gasto de consumo para matrimonios sin hijos cuyo gasto total de consumo estaba por
debajo de 150.000 coronas noruegas. A este efecto, se dividi6 la poblacién en cuatro grupos
diferentes de gasto de consumo.

TABLA 8.2 De Panorama del Consumidor 19801982
X 28.316 49.412 77906 122.085
y 664 1028 1501 2010

(a) Construir una tabla para describir la relacién entre Inz y Iny, y dibujar estos datos en un
sistema de coordenadas donde se midan Inz y Iny sobre los ejes.

(b) Ajustar una recta, grosso-modo, a los puntos del diagrama resultante y construir una for-
mula empirica para ¥ en funcién de z.

Solucion:
(a) Construimos la Tabla 8.3.

TABLA 8.3

Inz 10,25 10,81 11,26 11,71
Iny 650 694 731 7,61

(b) La recta que pasa por los dos puntos extremos (Figura 8.8) parece adaptarse bien a todos
los nimeros de la tabla. La ecuacién de esa recta es de la forma Iny = InA + alnz.
Usando los puntos extremos (10,25, 6,5) y (11,71, 7,61), vemos que la pendiente de esa
recta es

7,61 — 6,5 NI
TN 1025 146

Exigiendo que la recta pase por (11,71, 7,61), entonces 7,61 = In A + 0,76 - 11,71. Por
tanto, In A = 7,61 — 0,76 - 11,71 = —1,2896, luego A = e~ 1»?% = 0,275. La relacién
entre ¥ y T es entonces

0,76

y = 0,275 27
Supongamos que ¥ es una funcién exponencial
y = Aa®  (a, A positivos)
Tomando el log de cada lado se tiene

logy =log A + zloga C (%)
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Iny

10 11 12
FIGURA 8.8

Vemos en este caso que logy es una funcion lineal de z. En un sistema de coordenadas en el
que haya una escala ordinaria (lineal) sobre el eje horizontal y una escala logaritmica sobre el eje
vertical, {*) representa una recta de pendiente log a.

Elasticidades y derivacion logaritmica

En este apartado vamos a interpretar la elasticidad estudiada anteriormente en términos de derivadas
logaritmicas, 1o que nos dari una visién distinta y complementaria de este concepto tan importante
en economia. '
En el Ejemplo 5.20 de la Seccién 5.6, consideramos la funcién de demanda D(p) = 8.000p~ !
y probamos que la elasticidad El,D = (p/D)(dD/dp) es igual al exponente —1,5. Tomando
logaritmos naturales se tiene
In D(p) = In8.000 — 1,5lnp

De aqui se ve que El,D es igual también a la derivada logaritmica dln D(p)/dInp, que es la
pendiente de esta relacién log-lineal.

Este ejemplo ilustra la regla general de que las elasticidades son iguales a esas derivadas loga-
ritmicas. En efecto, cuando = e y son variables positivas, donde ¥ es una funcién derivable de z,

tenemos d din dl

T

ydr dlnz dlog,x
donde a es cualquier base positiva para los logaritmos. La primera igualdad es la definicién de
elasticidad. Para ver que se verifica la segunda, nétese que Iny es una funcién derivable de y, que y
es una funcién derivable de = y que = = e!"? es una funci6n derivable de Inx. Al aplicar dos veces

la regla de la cadena obtenemos

dlny dlny dy dz
dinz dy dz dnz

Pero
dlny 1 dr  det* .
— = —, = — =€ =T
dy y dlnxz dlnzx
Sustituyendo estos valores en d Iny/d In z obtenemos que
dn 1 d zd

= — - = ——-—

dlnx y dz ydz

Finalmente, se obtiene de (8.13) que log, z es proporcional a In 2, luego se comprueba ficilmente
la tercera igualdad de (8.25).
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Problemas
1 Calcular la tasa relativa de crecimiento &/ de las siguientes funciones:
(@) T=5t+10 (b) z=1In(t+1) (c) = =5¢
) z=-3-2¢ ) z=e" ) z=c +et

{Cudles tienen una tasa relativa de crecimiento que es constante? Comparar los resultados con (8.22).

2 En un mercado estable, donde no hay rebajas, la disminucién de las ventas S(t) por unidad de tiempo de
un bien sigue una tendencia proporcional a la cantidad de estas ventas, o sea

S'(t) = —aS(t)

(2) Hallar la expresién de S(t) cuando las ventas en el instante 0 son de Sp. (Indicacién: Usar (8.22).)

(b) Resolver la ecuacién Spe % = 350 en t. Interpretar la respuesta.

3 La poblacién mundial en 1975 era de casi 4 - 10° personas y seguia una tendencia creciente de casi el 2%
anual. Si suponemos que la poblacién crece exponencialmente a esa tasa relativa, entonces ¢ afios después
de 1975 la poblacién serd igual a

P(t) = 4>

(2) Estimar la poblacién mundial en el afio 2000 (t = 25).

(b) ¢(Cuanto tiempo tardard en duplicarse la poblacién mundial si el crecimiento continia a la misma
tasa?

4 Designemos por P(t) a la poblacién europea en millones ¢ afios después de 1960. Segiin el Ejemplo 2.17
de la Secci6n 2.5, tenemos P(0) = 641 y P(10) = 705. Supongamos que P(t) crece exponencialmente,
con P(t) = 641€*t. Calcular k y hallar P(15) y P(40) (estimaciones de la poblacién en 1975 y 2000).
Comparar con los nimeros de la ONU de la Tabla 2.4

5 Un grupo de 1.000 personas estuvo en contacto con un portador del virus de la gripe en un momento dado.
El ndmero N(t) de contagiados ¢ dias después venia dado por la expresién

1.000
N = 159900
(a) ;Cuantas cogieron la gripe después de 20 dias?
(b) ¢(Cuantos dias habrin de transcurrir para que 800 enfermen?
(c) ?’Pasarin la gripe todos los miembros del grupo?

6 En un estudio sobre los tractores en la agricultura inglesa, desde 1950 en adelante, se calculé que el
nimero y en uso (medido en miles), como funcién de ¢ (medido en afios, con ¢ = 0 correspondiendo a
1950), era de

228,46

1 + 8,11625¢0,340416¢

y = 250,9 +

(a) Hallar el ndmero de tractores en 1950. ;Cudntos tractores mds se afiadieron hasta 19607
(b) Hallar el limite de y cuando t — 00, y dibujar la grifica.
7 Después de la catastréfica inundacién de Holanda de 1953, se inicié un proyecto de investigacién para

determinar la altura éptima de los diques. Uno de los modelos mas simples que se usaron requeria calcular
el valor de  que hace minima la funcién

f(@)=I) + kx + Ae™* (z>0)
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En ella, £ designa al nimero de metros que deberian afiadirse a los diques, Iy + kz es el coste de la
construcciébn y Ae~** es una estimacién de las pérdidas originadas por la inundacién. Iy, k, A, a son
todas constantes positivas.

(a) Supongamos que f(z) tiene un minimo para un cierto o > 0; hallar x,.

(b) (Qué condicién deben verificar &, A y k para que x, sea positivo? Probar que, si la condicién se
satisface, x, resuelve el problema de minimizacién.

(c) Supongamos que A viene dado por la férmula

100 4
= —_—— 1 —_—
A 3 poV< + lOO)

donde pg es la probabilidad de una nueva inundaci6n si no se reconstruyen los diques, V' es una
estimacién del coste del dafio causado por la inundacién, y & es una tasa de interés. Probar que se
puede escribir z, en la forma

1. 100ap,V (1 + §/100)
a® %

Estudiar qué ocurre con ¥, cuando una de las variables po, V, 8, 6 k crece. Comentar si los
resultados son o no razonables.?

Ty =

8 Supongamos que f(t) es una funcién que verifica (8.23) y sea h(t) = —1 + K/f(t). Probar que
h'(t) = —rh(t) para todo t, luego (por (8.22)) se tiene que h(t) = Ae~ ™" para una constante A. ;Qué
se puede decir de f(t)?

9 Voorhees y sus colegas estudiaron los sistemas de transporte de 37 ciudades americanas, calculando el
tiempo medio m (en minutos) que cada individuo tardaba en llegar a su trabajo, en funcién del mimero
N de habitantes. Hallaron que

m = 6—0,02N0,19

Escribir la relacién en forma In-lineal. ;Cudl es el valor de m cuando N = 480.0007

10 Los datos siguientes estin tomados de una encuesta sobre las personas que, en 1933, emigraron a Tartu,
en Estonia, desde el campo circundante. Se designa por y al nimero de personas que se mudaron por
cada 100.000 habitantes rurales y por = a la distancia recorrida (medida en kilémetros y redondeada al
siguiente entero divisible por 20).

z 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
y 1.700 550 230 120 75 60 45 35 25 20

(a) Construir una tabla para la relacién entre In z y Iny y dibujar los datos en un sistema de coordenadas
en el que Inz y Iny se midan sobre los dos ejes.

(b) Ajustar, grosso-modo, una recta a los pares de puntos del diagrama dibujado en la parte (a) y deducir
una férmula empirica de y en funcién de z.

11 Escribir la relacién z = 694.500p%? en forma In-lineal (véase Ejemplo 3.8 de la Seccién 3.4). Ademés,
hallar p en funcién de z.

12 (a) Hallar las constantes A y a para que la gréifica de y = Ax® pase por los puntos (z,y) = (2,5) y
(z,y) = (3,7). (Indicacién: Usar la forma In-lineal.)

(b) Hacer lo mismo cuando la grifica pasa por los puntos (zy,y;) ¥ (Z2, Y2), con T, # .

2 Este problema se estudia en van Dantzig, “Economic Decision Problems for Flood Prevention,” Econome-
trica, 24 (1956): 276-287
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13 Se ha estudiado el efecto de enfriar los huevos sobre los embriones de pollo. La tabla siguiente da los
resultados de un experimento en el que se midi6 el pulso de un embrién de pollo a temperaturas diferentes.

Temperatura T (°C) 36,3 350 33,9 32,4 24,7 24,2
Pulso 7 (latidos/minuto) 154 133 110 94 38 36

(a) Hacer una tabla de la relacién entre 'y Inm y dibujar los puntos (7', Inn) en un sistema de coorde-
nadas con Inn en el eje vertical y T en el horizontal. Ajustar una recta a esos puntos.

(b) Queremos hallar una funcién empirica f(T') = ce®T que aproxime ¢l ritmo de las pulsaciones como
funcién de T'. Usando la recta obtenida en la parte (a), hallar a y c.

{c) ¢Cuantos grados hay que disminuir la temperatura para reducir a la mitad el ritmo de las pulsaciones?
Problemas avanzados

14 Toda materia orgénica contiene carbono 12 estable y muy poco del isétopo radioactivo carbono 14. La
proporcidn entre la cantidad de carbono 14 y la de carbono estable en los organismos vivos es constante
y parece haberlo sido durante miles de afios. Cuando muere un organismo, el carbono 14 se desintegra
segin la ley

£(t) = flto)e 1070

donde f(to) es la cantidad de carbono 14 en el instante £, de la muerte y f(¢) es la cantidad que queda
en el instante ¢. Probar que £, viene dado por la férmula

f@)
£ (to)

(Esta férmula es la base de la “datacién radioactiva”. En 1960, el norteamericano W. F. Libby recibi6 el
premio Nobel de quimica por el descubrimiento de la datacién radioactiva.)

to =t +8.0001In

15 Helge y Anne Stine Ingstad hallaron diversos itiles vikingos en antiguos asentamientos de Terranova.
Se analizaron los restos de carb6n vegetal de las cocinas en 1972, encontrandose que el porcentaje del
contenido en carbono 14 de los restos (comparado con el de la madera fresca) era del 88,6%. Usar el
resultado del Problema 14 para determinar la edad de los asentamientos.

8.5 INTERES COMPUESTO. VALORES ACTUALES DESCONTADOS

La ecuacién (8.21), f'(t) = 7f(t) para todo ¢, tiene una aplicacién particularmente importante en
economia. Después de ¢ afios, un depésito de K délares a un interés del p% anual crecerd hasta
P
K(1+7r)t (donde r=-— 1
(1+7)" (donde 7= <5) 1)
(véase Seccién A.1, Apéndice A). El principal se multiplica anualmente por el factor 1 + 7.
La férmula (1) presupone que el interés se afiade al principal a finales de cada afio. Supongamos

que, en vez de esto, se pagan intereses cada seis meses, pero s6lo un (p/2)% del principal. Después
de seis meses el principal habré crecido hasta

p/2 ( 7‘)
K+kKPZ2 k(141
RRRET t32
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Por tanto, el principal se multiplica por el factor 1 + 7/2 cada seis meses. Después de un afio el
principal incrementado serd K (1 + 7/2)? y, al cabo de t afios, ser4 de

r\ 2t
K(l+ —) 2
(142 @)
Esti claro que la segunda opcién es mas interesante que la primera para el depositario. La razén es
que (14+7/2)%=1+r+72/4>1+7.
Mis generalmente, supongamos que se afiade al principal un (p/n)% de intereses en n momen-

tos distintos igualmente espaciados a lo largo de cada afio. Entonces el principal vendrd multiplicado
por el factor (1 + r/n)™ anualmente. Pasados ¢ afios, el principal se convierte en

r nt
K <1 + —> 3)
n
Cuanto mayor es 71, mejor es la inversién para el depositario (véase Problema 3.) Por tanto, para
favorecer al depositario, habria que hacer n tan grande como fuese posible.

En la practica, hay un limite para la frecuencia en que se puede afiadir el interés a las cuentas
de ahorro. Sin embargo, examinemos lo que ocurre a la expresién (3) cuando la frecuencia anual n
tiende a infinito. Si ponemos r/n = 1/m, esn = mr y asi

S w )T

Cuando n — oo (con 7 fijo), m = n/r — oo luego, por (8.17), tenemos que (1 + 1/m)™ — e.
Asi la expresién (4) tiende a Ke™ cuando n tiende a infinito. Cuando n se va haciendo grande,
la acumulacién del interés se hace mds y mas frecuentemente. En el limite hablamos de interés
compuesto continuo o interés continuo. Después de ¢ afios, una cantidad inicial K se convertird en

K(t) = Ke™ compuesto continuo (8.26)

El nimero r se llama la tasa de interés o tipo de interés en tanto por uno. Derivando (8.26)
obtenemos el siguiente hecho importante:

A interés continuo de tasa r, el principal crece a la tasa constante relativa r, luego se tiene que
K't)/Kt)=r.

Se deduce de (8.26) que K(1) = Ke", o sea que el principal se multiplica por el factor " durante
el primer afio. En general, K(t + 1) = Ke™*1) = Ke™e™ = K(t)e", luego a interés continuo, el
principal viene multiplicado cada afio por el factor fijo e”.

Comparacion de las distintas formas de interés

Para un tipo de interés del p% (= 100r) anual, el interés continuo es el mejor para el depositario.
(Véase Problema 3.) Sin embargo, para tipos de interés relativamente bajos, la diferencia entre la
composicién anual y continua del interés es bastante pequefia.

Ejemplo 8.9
Hallar en qué se convierte 1 délar al cabo de un afio, a un interés del 8% anual cuando este
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interés se acumule:
(a) al final del afio

(b) cada seis meses
(¢) continuamente

Solucién: En este caso, 7 = 8/100 = 0,08, luego obtenemos lo siguiente:

(a) K = (1+0,08)=1,08
(b) K =(1+0,08/2)*=1,0816
() K =% ~1,08329

Si aumentamos el tipo de interés o el nimero de afios sobre los que el interés se acumula,
aumenta la diferencia entre la composicién anual y continua de interés.

Nota: El consumidor que desee obtener un préstamo se puede encontrar ante varias ofertas de enti-
dades financieras. Por tanto, es de una importancia considerable el compararlas. Para hacer esas
comparaciones se usa a menudo el concepto de tipo de interés efectivo. Imaginemos una oferta a
un tipo de interés anual del p% pagadero n veces durante el afio. Un principal de K se habra con-
vertido al cabo de un afio en K (1 + r/n)", donde r = p/100. Se define el tipo de interés efectivo
P como la tipo_de interés porcentual anual que, compuesto continuamente, produce el mismo interés
total durante el afio. Si R = P/100, después de 1 afio, la cantidad inicial K se convierte en K el
Por tanto R viene definido por la ecuacién

Kef = K11 +r/n)
Simplificando por K y tomando In de ambos lados se tiene
R=nIn(1+r/n) (8.27)

Sir = 0,08 y n = 1, por ejemplo, entonces R = In(1+0,08) = 0,077. Asi un tipo anual de interés
del 8% corresponde a un tipo de interés efectivo (continuo) de un 7,7%, aproximadamente.

El valor actual de una deuda ftjtura

Supongamos que se debe pagar una cantidad K en un plazo de ¢ afios, a contar a partir de la fecha de
hoy. ;Cual es el valor actual de esta cantidad a un tipo de interés del p% anual? Equivalentemente,
icudnto hay que depositar hoy en una cuenta de ahorro al p% de interés anual para tener la cantidad
K dentro de t afios?

Si se paga anualmente el interés, el capital A se convertird en A(1 + p/100)* dentro de ¢ aios,
luego debe ser A(1+p/100)t = K. Asi, A= K(1+p/100)~* = K(147)7, donde r = p/100.
Sin embargo, si el interés es continuo, el capital A se convertird en Ae™ después de t afios. Por
tanto, Ae™ = K, 6 A = Ke ™. Poniendo juntos los dos se tiene lo siguiente:

Si el tipo de interés es del p% anual y 7 = p/100, una deuda de K a pagar dentro de ¢ afios
tiene el siguiente valor actual:

8.28
K(1+7)7, con abonos anuales de interés (8.28)

Ke ™, a interés continuo
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Problemas

1 Una suma de 1.000$ produce un interés del 5% anual. ;Cu4l serd su valor dentro de (a) 10 afios y (b) 50
afios, cuando los intereses s¢ abonan

(i) anvalmente (i) mensualmente (ii) continuamente?

2 Supongamos que el precio de un bien dentro de z afios viene dado por f(z) = Ae®, donde A y k son
constantes.

(a) Hallar Ay k cuando f(0) =4y f'(0) = 1. En este caso ¢cudl es el precio dentro de 5 afios?

(b) Suponemos ahora que A = 4y k = 0,25. Cuando el precio ha crecido hasta 18, se le puede
controlar, de tal manera que el crecimiento anual del precio se reduce al 10%. ;Cuando se controla el
precio por vez primera? ;Cudnto tiempo se necesita para que el precio se duplique, antes y después
del control?

Problemas avanzados

3 Hemos demostrado en la discucién que sigue a la ecuacién 4 que (1 + r/n)® — €” cuando n — 0.
Para cada 7 > 0 fijo, afirmamos que (1 + r/n)™ es estrictamente creciente como funcién de 7, luego que

r n r n
(1 + —) < lim (1 + —) =€’ (paran=1,2,...) (%)
n n ‘

n—oo

Esto prueba que un interés continuo al p% anual, con v = p/100, es mejor para el prestamista que abonos
de intereses 1 veces al afio cada uno de una fraccién p/100n del capital.
Para probarlo, se define la funcién g, para todo £ > 0 por

r I
g(z) = (1 + —) (r una constante positiva)
x

Probar que

g (z) = g(z) [ln (1 + g) r/T :|

C1+7/z

(Usese derivacién logaritmica.) Péngase h(u) = In(1 + u) — u/(1 + u); entonces h(0) = 0. Probar que
h'(u) > 0 para u > 0y, por tanto, que g’(z) > O para todo = > 0. ;Qué conclusién se puede sacar?



Optimizacion en
una variable

Si quieres realismo literal, mira al mundo que te rodea;
si quieres comprender, mira a las teorias.
—=R. Dorfman (1964)

,
La bisqueda de la mejor manera de alcanzar un objetivo implica resolver los llamados problemas
de optimizacién. Se pueden extraer ejemplos de casi todas las parcelas de la actividad humana. Un
gestor busca aquellas combinaciones de factores (tales como capital y trabajo) que maximicen los
beneficios 0 minimicen los costes. Un médico puede querer saber cuindo la concentracién de un
medicamento en el torrente circulatorio es mdxima. Un granjero puede querer saber qué cantidad
de abono por metro cuadrado maximiza el beneficio. Una compafifa petrolera puede querer hallar la
tasa ptima de extracciéon de uno de sus pozos.

El estudio de un problema de optimizacién de esta clase usando métodos mateméticos requiere
/ construir un modelo matemdtico del problema. Normalmente esto no es fécil y solamente en casos
% sencillos el modelo nos conducird a un problema de maximizar o minimizar una funcién de una
variable, que es el tema principal de este capitulo.
; En general, ningiin método matemdtico es mds importante en aplicaciones a la economia que
i los que se disefian para resolver problemas de optimizacién. Aunque los problemas de optimizacién
| en economia requieren normalmente varias variables, los ejemplos de optimizacién cuadrética de la
i Seccién 3.2 indican que se pueden generar muchas intuiciones econémicas a partir de optimizaci6n
\\ en una variable.

- ______7__,\.

9.1 DEFINICIONES BASICAS

Recuérdese de la Secci6én 7.2 que, si f(z) tiene dominio D, entonces

¢ € D es un maximo de f <= f(z) < f(c), paratodo z € D 9.1).
d € D es un minimo de f <= f(z) > f(d), paratodo x € D (9.2)

224
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En (9.1) se llama a f(c) el valor maximo y en (9.2) se llama a f(d) el valor minimo. Si el
valor de f en c es estrictamente mayor que el valor en cualquier otro punto de I, entonces ¢ es un
maximo estricto. Anilogamente, d es un minimo estricto si f(z) > f(d) paratodoz € D, z # d.
Usamos los nombres de puntos 6ptimos y valores 6ptimos, o para designarlos indistintamente.

Si f es una funcién con dominio D, entonces se define —f en D por la relacién (— f)(z) =
—f(xz). Notese que f(x) < f(c) para todo ¢ € D siy sélo si —f(x) > —f(c) para todo
z € D. Asi c es un maximo para f en D si y s6lo si ¢ es un minimo para —f en D. Esta
observacién sencilla, que se ilustra en la Figura 9.1, se usa para convertir problemas de maximizacién
en problemas de minimizacién y viceversa.

y
. y=f(z)
LNy = —f(x)

FIGURA 9.1: El punto ¢ es un maximo de f(x) y uno de minimo de —f(x).

Nuestra tarea principal en este capitulo es estudiar cémo se determinan los posibles méximos y
minimos de una funcién. A este respecto, la siguiente definicion es crucial:

Zo es un punto estacionario de f si f'(zo) =0 (9.3)

La interpretacién geométrica de los puntos estacionarios es que son aquéllos en los que la tangente
a la.gréfica de la funcién es paralela al eje z.

Antes de comenzar a estudiar sistematicamente las propiedades de los mdximos y minimos,
damos unos ejemplos geométricos razonando sobre la grifica de la funci6n. Nos van a ensefiar el
papel que juegan los puntos estacionarios de una funcién en la teoria de la optimizacién.

La Figura 9.2 representa la grifica de una funcién f que tiene dos puntos estacionarios, ¢ y d.
Hay un madximo en ¢ y un minimo en d.

3 %
4

\

FIGURA 9.2 FIGURA 9.3 FIGURA 9.4

d c b % a d b z a o T z2 b %

La Figura 9.3 representa la gréifica de una funcién sin puntos estacionarios. Tiene un maximo
en el extremo b del intervalo y un minimo en d, donde la funcién no es derivable. En b, la derivada
(a izquierda) no es 0.
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Finalmente, la Figura 9.4 representa la grifica de una funcién f con tres puntos estacionarios,
Zo, T1 y T,. Hay un minimo en el extremo a del intervalo, mientras que f no tiene ningiin valor :
méximo porque tiende a co cuando  tiende a b. En el punto estacionario zo la funcién f tiene |
un maximo local, en el sentido de que su valor en ese punto es mayor que el valor en los puntos
préximos (es decir, los de un entorno de ). Andlogamente, la funci6n tiene un minimo local en
z|, mientras que T, es un punto estacionario en el que no hay ni méximo ni mfnimo local. Se llama |
a x5 un punto de inflexion. :

En las tres figuras anteriores estin representadas las propiedades mas importantes de los proble- :
mas de optimizacién de una variable. Debemos establecer unos fundamentos analiticos firmes para
la teoria de la optimizacién y no basarnos simplemente en intuiciones geométricas, porque esta teoria
es muy importante para las aplicaciones practicas. 3

9.2 EL TEST DE LA DERIVADA PRIMERA PARA LOS PUNTOS
OPTIMOS

En muchos casos importantes podemos hallar los valores mdximos o minimos de una funcién estu- ;
diando el signo de su derivada primera. Supongamos que f(z) es derivable en un intervalo I y que |
tiene un dnico ‘punto estacionario ¢ = ¢. Si f'(z) > 0 para todo = € I tal que < ¢, mientras i
que f'(z) < 0 para todo z € I tal que = > c, entonces f(z) es creciente a la izquierda de c y
decreciente a la derecha. De aqui se deduce que f(z) < f(c) paratodo z < cy f(c) > f(x) para !
todo x > c. Por tanto, x = ¢ es un maximo de f en I (véase Figura 9.5). i

FIGURA 9.5 El punto x = ¢ es un maximo.

Con el cambio evidente, se verifica un resultado semejante para minimos, como se ilustra en la
Figura 9.6. En breves palabras:! '

El test de la derivada primera para maximo o minimo

Si f/(x) >0paraz <cy f'(x) <0 paraz > c, entonces T = ¢ es un maximo de f. (94)

Si f/(z) <Oparaz <cy f'(z) > 0 para ¢ > c, entonces T = ¢ es un minimo de f.

1" Muchos libros de matemticas para economistas dicen qué siempre se deben comprobar las llamadas condiciones de
segundo orden, aun en los casos en que el test (9.4) de la derivada primera es ms ficil.
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N

I

d T

FIGURA 9.6 EIl punto x = d es un minimo.

Ejemplo 9.1

La concentraciéon de un medicamento en el torrente sanguineo, medida en miligramos por litro,
t horas después de su inyeccién, viene dada por la férmula

t
c(t) = ——
®) 2+4
Hallar el momento de maxima concentracion.

Solucién: Derivando con respecto a t se obtiene ’
(+4)—t-2t  4—t* (2+1)(2-1)

(t? + 4)? (244 (12440
Como t > 0, el signo de la fraccién es el del término (2 — t) porque los otros términos son
positivos. Si £ < 2, entonces ¢’(t) > 0, mientras que si ¢ > 2, entonces ¢/(t) < 0. Por (9.4)
tenemos que ¢ = 2 hace méaxima a c(t). Asi, la concentracién del medicamento es maxima

2 horas después de su inyeccién. Como ¢(2) = 0,25, la concentracién méxima es de 0,25
miligramos por litro.

d(t)= =

Ejemplo 9.2

En el sistema métrico norteamericano tradicional, supongamos que se cosechan Y (/V) medidas
(bushels) de trigo por acre de terreno cuando se usan N libras de fertilizante por acre*. Si P es
el precio en délares de cada medida de trigo y g es el de la libra de fertilizante, los beneficios
en délares por acre son de

©(N)=PY(N)—gN (N 20) (1)

Supongamos que, para un cierto N*, 7/(N) > Opara N < N*y 7/(N) < O para N > N*,
Entonces N* maximiza beneficios y 7/(N*) = 0, esto es, PY'(N*) — q = 0, luego

PY'(N*) =g @

Vamos a dar una interpretacién econémica de esta condicién. Supongamos que se usan N*

libras de fertilizante y hacemos crecer N* en una unidad. ;Cudnto ganamos? Si N* aumenta

una unidad, entonces se producen Y (N* + 1) — Y(N*) medidas més de trigo. Ahora bien,
Y(N*+1)— Y(N*) = Y'(N*). Por cada una de esas medidas obtenemos P délares, luego

aumentando N* en una unidad, ganamos ~ PY’(N*) délares

Por otra parte,
aumentando N* en una unidad, gastamos g ddlares

*

N. del T. 1 bushel = 8 galones & 36 litros, 1 acre = 40,47 4reas
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porque una libra de fertilizante cuesta eso. Asi, (2) se interpreta de la manera siguiente: para
maximizar los beneficios hay que aumentar el fertilizante hasta el nivel N* en el cual una libra
adicional iguala ganancias y pérdidas.

En un cierto estudio realizado en Iowa en 1952, se estimé la funcién Y (V) en
Y(N) = —13,62 + 0,984N — 0,05N3/2
Si el precio del trigo es de 1,40$ por medida y el del fertilizante es de 0,18$ por libra, hallar la
cantidad de fertilizante que maximiza los beneficios.
Solucién: En este caso,
m(N) = 1,4(—13,62 + 0,984N — 0,05N*?) — 0,18N
luego
7(N)=1,4 [0,984 —(3/2) - 0,05 - N‘/Z] — 0,18 3)

Asi, ©'(N*) = 0 siempre que
1,4-(3/2) -0,05(N*)'/? = 1,4 0,984 — 0,18
Esto implica que ‘
1,4-0,984 — 0,18 _ 1,1976

1,4(3/2)0,05 0,105

(N*)2 = ~ 11,406

Por tanto,

N* = (11,406)* ~ 130
Observando (3) vemos que 7'(N) > O para N < N* y n/(N) < 0 para N > N*. Por
consiguiente, N* = 130 maximiza los beneficios.

Ejemplo 9.3 (“No seas ni prestamista ni prestatario?”)

Una estudiante tiene en la actualidad unos ingresos de ¥, y espera unos ingresos futuros de y,.
Planea un consumo presente de c¢; y un consumo futuro de ¢, para maximizar la funcién de
utilidad

1
In —1n
C1+1+(5 Cy

donde J es su tasa de descuento. Si obtiene ahora un crédito de tal forma que puede consumir
més de lo que le permiten sus ingresos, i.e., ¢; > ¥, €l consumo futuro, después de pagar el
crédito ¢; — y; a una tasa de interés de 7, serd de

=y —(1+r)(c—y)

Alternativamente, si ahorra ahora de tal forma que ¢; < ¥, €l consumo futuro serd
a=yp+({1+7)H —ca)

después de percibir los intereses de los ahorros. Hallar el plan éptimo de préstamo o ahorro.

Solucién: Tanto si la estudiante ahorra como si obtiene un crédito, el consumo del segundo
periodo viene dado por

=y — (1+7)er —y)

2 En Shakespeare, el consejo de Polonius a Hamlet fue: “No seas ni prestamista ni prestatario”.




Sec. 9.2/ El test de la derivada primera para los puntos ptimos 229

Por tanto, ella querrd maximizar

1
U=Inc¢ + 1+_61n[y2 = (A +7r)(er — )

Derivando esta funcién respecto a c; se tiene
dU 1 1+r 1
do o 148 y—(1+7)(e —y)
Reduciendo a comiin denominador obtenemos
U _(1+ 9 - +r)(a—y)]-(1+7)e

de a(l+98)y: — (1 +r)(er —y1)] g
Reordenando el numerador e igualando a 0 la derivada tenemos
dU _ (14 9)[(1+ )y +95) — 2+ ) (1 +7)er _ @)
dey a(1+0)y2 — (1 +7)(c1 — y1)]
Esta ecuacioén tiene una tnica solucién, que es
. A+ +ny+y] (1438 — (1+ 70
T YN 3 YC B Sk N O Y C RS ®

En (2) vemos que, para ¢; > ¢, se tiene que dU/de; < 0, mientras que para ¢; < ¢} se
tiene dU/dc, > 0. Deducimos que ¢} hace méxima a U. Mis ain, la estudiante ahorra si y
s6lo si (1 + 8)y2 < (1 + 7)y:. En el caso mas probable en que (1 + &)y, > (1 + r)y; porque
los ingresos futuros sean considerablemente mayores que los actuales, pedird un crédito. Sé6lo
si por casualidad (1 + )y, es igual a (1 + 7)y, la estudiante no ahorraré ni pedird un crédito.
Este estudio ha despreciado la diferencia entre tipos de interés de ahorro y de crédito, cosa que
no ocurre nunca en la realidad.

Problemas

1 Supongamos que ¥y designa el peso total de los cerdos sacrificados en el matadero de Chicago durante
1948 (en millones de libras) y sea x el total del trabajo semanal (en miles de horas). Nichols calculé la
relacién

y = —2,05 + 1,06z — 0,04x?

Determinar el valor de T que maximiza y, estudiando la variacién del signo de /.

2 Hallar la derivada de la funcién h definida por
8z

h(z) = ———
@) 3r2 4+ 4
para todo z. Usar la variacién del signo de h'(x) para hallar el valor méximo/minimo de h(z).

3 Consideremos la funcién V' definida por
V(z) =4z(9 — ) = 42° — 1222 + 324z (x € [0,9))
(véase el Problema 1(e) de la Seccién 1.3 para la interpretacién de V'.)

(a) Calcular V'(x) y probar que V es creciente en (0, 3) y decreciente en (3,9). Hallar el maximo de
V en [0,9].

(b) Explicar lo que el resultado de la parte (a) implica para el Problema 1(e) de la Secci6n 1.3.
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(c) Resolver también el problema por derivacién logaritmica de V (), para £ € (0,9). ;Qué método
prefiere el lector?

4 (a) Probar que

fl@) = _Z:i — f'(2) = az(1+ z2)(1 + z)(1 — z) “

¢+ 1 (z* + 1)

(b) Usar (x) para hallar el valor miximo de f en [0,00). Probar que f(—x) = f(x) para todo z.
(Cudles son los méximos de f en (—o0, 00)?

5 A veces se pueden hallar los miximos y minimos de una funcién simplemente estudiando su expresién.
Por ejemplo, consideremos f(z) = /& — 5 — 100, definida para £ > 5. Como v/ — 5 es > 0 para todo
T > 5,es f(x) > —100 para todo £ > 5. Como f(5) = —100, deducimos que £ = 5 es un minimo.
Usar razonamientos directos semejantes para hallar los méximos y minimos de las siguientes funciones:

@ f@=m—  ©) 9@=3-@-2" @ he)=5+2-3
@ F@)=5— @ G@=2-yI"s © H@)=

6 Estudiar las variaciones de signo de la derivada de cada funcién del Problema S y confirmar las conclusio-
nes obtenidas alli.

1729 (z €[-1,1))

Problemas avanzados

7 Si el impuesto T" que paga una persona por su renta bruta Y~ estd dado por T = a(bY + c)P + kY, donde
_ @, b, ¢ son constantes positivas, entonces el tipo medio de impuesto es

T N () T
T(Y)_?_a—————y +k  (p>1)

Hallar el valor de Y que maximiza el impuesto medio.

8 Dados n nimeros a,, a,, ..., Gn, hallar el ndmero x que los aproxima mejor, en el sentido de que
d@) = (@ - a) + (@ — @)+ + (@ - an)

es lo més pequefio posible. ;Cémo se llama a este valor ?

9.3 MANERAS ALTERNATIVAS DE HALLAR MAXIMOS Y MINIMOS

A veces es dificil o imposible hallar los puntos 6ptimos estudiando la variacién de signo de la
derivada primera. Hay otras formas de caracterizar los puntos 6ptimos, que son a menudo més
ttiles, como se demuestra en esta seccion.

Comenzamos examinando el papel que juegan los puntos estacionarios de una funcién para
calcular puntos éptimos. Supongamos que sabemos que una funcién f tiene un méximo en un punto
c del intervalo I. Este miximo puede muy bien estar en un extremo del intervalo, como en el caso
de la Figura 9.3. Sin embargo, si ¢ no es un extremo del intervalo, y si f es derivable, parece obvio
desde el punto de vista geométrico que la tangente a la grifica en ¢ debe ser horizontal. En otras
palabras, ¢ debe ser un punto estacionario. Se tiene la misma conclusién para un minimo. En el
Teorema 7.4 de la Seccién 7.2 dimos un enunciado formal y una demostracién de este importante
resultado. Asi, la condicién f'(c) = O es necesaria para que un punto interior ¢ sea un punto
6ptimo, siempre que f’ exista en él. Sin embargo, la condicién no es suficiente. En la Figura 9.4 de
la Seccién 9.1 los puntos xg, T, T son estacionarios pero ninguno es un méximo o minimo. (En
efecto, g es un maximo local, ; es un minimo local y x, €s un punto de inflexién.)
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Como buscar los maximos y minimos

Supongamos que sabemos que una funcién f tiene un maximo y/o un minimo en un intervalo aco-
tado I. El méiximo o minimo puede estar en un extremo o en uno de los puntos interiores de I. Si
esti en un punto interior, y si f es derivable, por el Teorema 7.4 de la Seccién 7.2 la derivada f’ es
cero en ese punto. Ademds estd la posibilidad de que el méximo o minimo esté en un punto en el
que f no sea derivable. Por tanto, los miximos o minimos pueden ser tinicamente de los tres tipos

siguientes:

1. puntos interiores de I en los que f'(z) =0
2. los dos extremos de I
3. puntos de I en los que no exista f’

La Figura 9.3 de la Seccién 9.1 suministra un ejemplo tipico de un minimo en un punto del tipo
3. Sin embargo, las funciones que estudian los economistas suelen ser derivables en todo punto. La

regla siguiente cubre, por tanto, la mayoria de los problemas interesantes.

Problema:

Hallar los valores mdximos y minimos de una funcién derivable f definida en un intervalo
[a, b] cerrado y acotado.

Solucion:

(a) Hallar todos los puntos estacionarios de f en (a,b) —esto es, hallar todos los puntos
z € (a,b) que satisfacen la ecuacién f'(z) = 0.

(b) Evaluar -f en los extremos a y b del intervalo y en todos los puntos estacionarios que se
han hallado en (a).

(c) El mayor valor de la funcién hallado en (b) es el valor maximo de f en [a, b].

(d) El menor valor de la funcién hallado en (b) es el valor minimo de f en [a, b].

(9.5)

Toda funcién derivable es continua, luego el teorema de los valores extremos (Teorema 7.3)

nos asegura que existen maximos y minimos. En principio podemos hallar esos puntos siguiendo el
procedimiento que acabamos de dar. (En algunos ejemplos muy particulares puede haber un nimero
infinito de puntos estacionarios. Estas funciones “patoldgicas™ no aparecen casi nunca en problemas
aplicados.)

Ejemplo 9.4
Hallar los valores maximo y minimo de

fl@)=32® — 32z -2z +1, (z€[-3,3)
Solucién: La funcién es derivable en todo punto, y
fle)=i2a?-lz-2=1@"-2-2) =iz +1)(z—2)

Asi hay dos puntos en el intervalo (—3,3) para los que f'(x) =0, asaber,z = —1yx = 2.
Evaluando f en esos puntos y en los extremos del intervalo tenemos

f(=3)=-3/2, f(-1)=125/18, f(2)=-1/9, [f(3)=1/2

El valor minimo es —3/2 en x = —3 y el valor méximo es 25/18 en = —1.
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Coémo buscar los maximos y minimos

Supongamos que sabemos que una funcién f tiene un maximo y/o un minimo en un intervalo aco-
tado I. El méximo o minimo puede estar en un extremo o en uno de los puntos interiores de I. Si
estd en un punto interior, y si f es derivable, por el Teorema 7.4 de la Seccién 7.2 la derivada f' es
cero en ese punto. Ademds estd la posibilidad de que el méximo o minimo esté en un punto en el
que f no sea derivable. Por tanto, los mdximos o minimos pueden ser tinicamente de los tres tipos
siguientes:

1. puntos interiores de [ en los que f'(z) =0
2. los dos extremos de |
3. puntos de I en los que no exista f’

La Figura 9.3 de la Seccién 9.1 suministra un ejemplo tipico de un minimo en un punto del tipo
3. Sin embargo, las funciones que estudian los economistas suelen ser derivables en todo punto. La
regla siguiente cubre, por tanto, la mayoria de los problemas interesantes.

Problema:

Hallar los valores maximos y minimos de una funcién derivable f definida en un intervalo
[a, b] cerrado y acotado.

Solucién:

(a) Hallar todos los puntos estacionarios de f en (a,b) —esto es, hallar todos los puntos (9.5)
x € (a,b) que satisfacen la ecuacién f'(z) = 0.

(b} Evaluar f en los extremos a y b del intervalo y en todos los puntos estacionarios que se
han hallado en (a).

(c) El mayor valor de la funcién hallado en (b) es el valor méximo de f en [a, b].

(d) El menor valor de la funcién hallado en (b) es el valor minimo de f en [a, b].

Toda funcién derivable es continua, luego el teorema de los valores extremos (Teorema 7.3)
nos asegura que existen maximos y minimos. En principio podemos hallar esos puntos siguiendo el
procedimiento que acabamos de dar. (En algunos ejemplos muy particulares puede haber un nimero
infinito de puntos estacionarios. Estas funciones “patoldgicas™ no aparecen casi nunca en problemas
aplicados.)

Ejemplo 9.4
Hallar los valores méximo y minimo de
flz)=32° -2’ =}z +1,  (z€[-3,3)
Solucién: La funcién es derivable en todo punto, y

fla)y=3ir"—tz-i=1@"-2-2) =iz +1)(xz—2)

Asi hay dos puntos en el intervalo (—3,3) para los que f'(x) = 0, asaber, z = -1y z = 2.
Evaluando f en esos puntos y en los extremos del intervalo tenemos
f(=3)=-3/2, f(-1)=25/18, f(2)=-1/9, f(3)=1/2

El valor minimo es —3/2 en £ = —3 y el valor méximo es 25/18 en = —1.
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Ejemplo 9.5
Una empresa que produce un cierto bien quiere maximizar sus beneficios. Los ingresos totales
generados en un cierto periodo por la produccién y venta de () unidades es R(Q)) délares,
mientras que C(Q) designa el coste total en délares del proceso. El beneficio obtenido como
resultado de producir y vender @ unidades es, pues,

7(Q) = R(Q) - C(Q) 0

Supongamos que hay una cota méxima @ de la produccién en el periodo dado, por limitaciones
técnicas. Supongamos que R y C son funciones derivables de Q) en el intervalo [0,Q). La
funcién de beneficios 7 es también derivable y, consiguientemente, 7 fiene un valor méximo.

En ciertos casos, este maximo puede darse en ¢ = 0 0 en @ = (). Si no, el nivel maximo de
produccién Q* verifica que 7'(Q*) = 0 y asi

R(Q)=C'(Q @
Asi se debe ajustar la produccion en un punto en el que el ingreso marginal sea igual al coste
marginal. ’

Supongamos que la empresa obtiene un precio fijo P por unidad vendida. Entonces
R(Q) = PQ y (2) toma la forma

P=C'(Q") (3)

Asf, en el caso en que la empresa no controle el precio hay que ajustar la produccién al nivel
al cual el coste marginal es igual al precio unitario del articulo (suponiendo que 7T no tiene un
méximo en 0 o Q).

Para ciertas expresiones de R(Q))} y C(Q), puede ocurrir que (2) tenga varias soluciones.
Si esto es asi, se tiene el beneficio maximo en aquel punto de entre las soluciones de (2} que
dé el valor més alto a m(Q).

Hay una interpretacién de (2) en la linea de la que dimos para la condicién de optimalidad
en el ejemplo del trigo del Ejemplo 9.2 de la Seccién 9.2. Supongamos que aumentamos la
produccién en una unidad desde el nivel Q*; los ingresos aumentardn R(Q* + 1) — R(Q*) =
R'(Q*). El coste aumenta en C(Q* + 1) — C(Q*) =~ C'(Q*), porque éste es el aumento del
coste debido al crecimiento de la produccién en una unidad. La ecuacién (2) iguala R'(Q*)
y C'(@*), de tal forma que el ingreso marginal procedente de la venta de una unidad extra se
cancela con el coste marginal de producirla. ‘

Supongamos que hay un impuesto de ¢ délares por unidad sobre la produccién del bien.
Entonces la funcién de beneficios se convierte en

m(Q) = R(Q) - C(Q) - tQ (4)

porque la venta de () unidades produce un coste adicional de t¢). Suponiendo de nuevo que

el beneficio mdximo no esti en @ = 0 o Q = @, s6lo puede ocurrir en el nivel Q* en el
que 7'(Q*) = 0. Ahora bien, 7'(Q) = R'(Q) — C'(Q) — t, luego la condicién de beneficio

méximo es
R(Q")=C(Q") +t (5)
Lo que ganamos aumentando en una unidad la produccién desde el nivel Q* es aiin (aproxima-

damente) R'(Q*). Lo que perdemos es C'(Q*) + t, porque tenemos que pagar ¢ délares de
impuestos por la unidad de exceso en la produccién.

En los ejemplos anteriores, en los se usan siempre funciones explicitas, no hemos tenido problemas
en hallar las soluciones de la ecuacién f'(z) = 0. Sin embargo, en ciertos casos, €l hallar todas la
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soluciones de f'(z) = 0 puede constituir un problema enorme. Por ejemplo, la funcién continua
fix)=2*-3222 —112° - 22~z +28  (z €[-1,5)

tiene un maximo y un minimo en [—1,5], pero es imposible hallar las soluciones exactas de la
ecuacién f'(z) = 0.

En los problemas précticos de optimizacién se suelen encontrar dificultades de este tipo. De

hecho, la ecuacién f'(z) = 0 puede resolverse exactamente sélo en casos muy especiales. Afortuna-
damente, hay disponibles métodos numéricos para resolver aproximadamente estas ecuaciones, con
precision arbifraria y, normalmente, con la ayuda de un computador.
Nota: Supongamos que f es derivable en un intervalo [a,b] y sea o un méximo de f en [a, b]. Si
Zo = a, se tiene que f'(a) no puede ser positiva porque entonces existirian puntos a la derecha de
a en los que f tendria un valor superior a f(a). De manera andloga, si £o = b es un maximo de f
en [a, b), entonces f’(b) no puede ser negativa. Si o € (a, b), entonces f'(xy) = 0. La Figura 9.7
muestra los tres casos.

Y y ?
t; b >z & Zo b z T
flay<o f(xg)=0 f(b)>0

FIGURA 9.7 Maximo en a, xo 6 b.

Problemas

1 Hallar el mdximo y el minimo de
f(z) =4z — 40z + 80, z€]0,8]
Dibujar la gréfica de f en [0, 8).

2 Hallar el maximo y el minimo de cada funcién en el intervalo indicado:

(@ fl&)=-22-1, [0,3] (b) flz)y=2’—-3z+8, [-1,2]
(c) f(z)=””z:l, £,2) d fz)=2"-52°, [-1,V5]

(e) f(z)=z®—4.500z* +6-10°z, [0, 3.000]
3 Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 16 y cuyo producto sea el maximo posible.

4 Un club deportivo planea fletar un avién. Para 60 pasajeros, el precio es de 800$ cada uno. Por cada
persona adicional sobre 60, se descuentan 10$ a todos los viajeros. El avién puede cargar 80 pasajeros,
como maximo.

(a) ¢Cual es el importe total cuando hay 61, 70 y 80 pasajeros?
(b) ¢Cual es el importe total si vuelan 60 + x pasajeros?

(c) Hallar el nimero de pasajeros que maximiza el total de la suma pagada por los miembros del club.
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5 Consideremos el ejemplo 9.5 y sea R(Q) = pQ y C(Q) = ﬂQ.+ vQ2.
(a) Hallar la solucién Q* de la ecuaci6n (2) en este caso.
(b) ¢Qué valor de Q maximiza los beneficios en los casos siguientes, suponiendo que @ € [0, 500]?
(i) R(Q) = 1.840Q y C(Q) = 2Q* + 40Q + 5.000
(i) R(Q)=2.240Q y C(Q) = 2Q* 4+ 40Q + 5.000
(iii) R(Q) = 1.840Q y C(Q) = 2Q?* + 1.940Q + 5.000

6 La altura de una planta al cabo de ¢t meses esta dada por
ht)y=Vt—1t  (t€[0,3)

(En qué momento alcanza su mdxima altura?
7 Hallar el médximo de y = z%¢~~ en [0,4].

8 Sea C'(Q) la funcién de costes totales de una empresa en la produccién de () unidades de un bien. Se
llama la funcién de costes medios a A(Q) = C(Q)/Q. Si C(Q) es derivable, demostrar que A(Q)
tiene un punto estacionario en o > 0 si y s6lo si el coste marginal y el coste medio son iguales en Q.

(C'(Qo) = A(Qo).)

9 En el problema anterior, sea C(Q) = aQ’ 4+ b@Q? + cQ +d, donde a > 0,b > 0, ¢ > 0y d > 0. Probar
que A(Q) = C(Q)/Q tiene un minimo en el intervalo (0, 0o). Hallar el minimo en el caso b = 0.

10 En el Problema 8, sea C(Q) = aQ® + cparaa > 0, b > 1y ¢ > 0. Probar que la funcién de costes
medios tiene un minimo en (0, 00} y hallarlo.

9.4 MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES

En lo que va de capitulo hemos estudiado los que se llaman normalmente problemas de optimiza-
cién global. La razén de esta denominacidn es que hemos buscado los valores maximo y minimo
absolutos de una funcién sobre todo su dominio. Estos miximos y minimos son los que interesan
en problemas de optimizacién aplicada. Sin embargo, nos interesan a veces los méximos y minimos
locales de una funcién. En este caso, comparamos los valores de una funcién en el punto en cuestién
solamente con los valores en puntos de un entomo pequefio de él. Por ejemplo, en la Figura 9.8 e
imaginando que la grifica representa un perfil montafioso, las cimas P, y P, representan m4ximos
locales, mientras que los valles Q, y (), representan minimos locales.
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FIGURA 9.8 Los puntos ¢, y c; son maximos locales; d; y d> son minimos locales.
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Si f(x) esta definida en el dominio A, las definiciones precisas son as:

La funcién f tiene un méaximo local en c si existe un intervalo (c, 3) centrado en c tal que
f(x) < f(c) paratodo z € AN (ax, B).

La funcién f tiene un minimo local en d si existe un intervalo (¢, 3) centrado en d tal que
f(z) > f(d) paratodo z € AN («, B).
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(9.7)

Nota: Estas definiciones implican que el punto a de la Figura 9.8 es un minimo local y b es un
mdaximo local (y global). Algunos autores restringen la definicién de méximo o minimo local a
puntos interiores del dominio de la funcién. Segin esta definicién, un médximo global que no es
interior al dominio no es un méximo local. Como nosotros queremos que un maximo o minimo
global sea siempre un maximo o minimo local, nos atenemos a las definiciones (9.6) y (9.7).

Es obvio el significado de la expresién valores maximo/minimo locales de una funcién y las
denominaciones genéricas de puntos éptimos locales y valores 6ptimos locales.

El Teorema 7.4 de la Seccién 7.2 es muy titil en la bisqueda de méximos y minimo. Ade-
mas, para puntos dptimos locales, se sigue verificando que: en un punto dptimo local del interior del
dominio de una funcion derivable, la derivada debe ser cero. Este resultado es claro si recordamos
que, en la demostracién del Teorema 7.4, usamos sélo el comportamiento de la funcién en un inter-
valo pequefio centrado en el punto 6ptimo. Consiguientemente, para hallar los posibles maximos y
minimos locales de una funcién f definida en un intervalo I, podemos buscar de nuevo entre los
siguientes tipos de puntos:

1. puntos interiores de I donde f'(z) =0
2. los dos extremos de I
3. puntos de I para los que no exista f’

Hemos dado asi condiciones necesarias para que una funcién f definida en un intervalo I tenga
un punto éptimo local. Sin embargo, el problema ahora es: ;c6mo decidimos si un punto que verifica
las condiciones necesarias es un miximo o minimo local, o ninguno de los dos? A diferencia de los
puntos 6ptimos globales, no sirve de nada calcular los valores de la funcién en los diferentes puntos.
Para ver por qué, consideremos de nuevo la funcién cuya gréfica es la de la Figura 9.8. El punto ¢;
es un maximo local y d, es un minimo local, pero el valor de la funcién en ¢, es mds pequefio que
en dj.

El test de la derivada primera

Hay dos formas de determinar si un punto estacionario dado es un maximo o minimo local, o
ninguno de los dos. Una de ellas se basa en el estudio del signo de la primera derivada en un
entomno del punto estacionario, y es una variante de (9.4) de la Seccién 9.2. :
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Teorema 9.1 (EIl test de la derivada primera para puntos 6ptimos locales)

Supongamos que ¢ es un punto estacionario de y = f(z).

(@) Si f'(x) > 0 en un intervalo (a, ¢) a la izquierda de ¢ y f'(z) < 0 en un intervalo (¢, b)
a la derecha de ¢, entonces £ = ¢ es un mdximo local de f.

() Si f'(z) <0 en un intervalo (a, ¢) a la izquierda de ¢ y f'(z) > O en un intervalo (c, b)
a la derecha de c, entonces = ¢ es un minimo local de f.

(¢) Si f/(z) > 0 en un intervalo (a,c) a la izquierda de ¢ y en un intervalo (c,b) a la
derecha de ¢, = ¢ no es un punto ptimo local de f. Lo mismo ocurre si f'(z) < 0 a
ambos lados de c.

Solamente el caso (¢) no estd ya cubierto por (9.4), Seccién 9.2. En efecto, si f'(z) > 0 en (a,c)
y en (c, b), entonces f(x) es estrictamente creciente en (a,c] y en [c,b). Asi £ = ¢ no puede ser
un punto éptimo local.

Ejemplo 9.6
Clasificar los puntos estacionarios de f(z) = %}m3 - %mz - %:z: + L

Solucién: En este caso (véase Ejemplo 9.4) tenemos que f'(x) = %(.7: + 1){z — 2), luego

xz = —1y = =2 son los puntos estacionarios. El diagrama de signos de f'(z) es:
-2 —1 0 1 2 3
} l i | =
Hz+1) ——mmmmmmmmo
T—2 @ e e C
fl@) ——————g-mm oo :
o 4 +
Deducimos de este diagrama de signos que £ = —1 es un maximo local mientras que = 2 es
un minimo local.
Ejemplo 9.7
Clasificar los puntos estacionarios de
6z°
)= —7-—
f(@) a2 +2

Solucién: Como z* + 2% + 2 es > 2 para todo z, el denominador no se anula nunca, luego
f(z) estd definida para todo z. Derivando f(x) se obtiene
—61° + 6z* + 367>  —6z*(z* — 2?2 — 6)

fi(z) = =

(z* + 22 +2)? (z* + z% +2)?

Para estudiar las variaciones de signo de f'(x) hay que factorizar ¢ — 27> — 6. De hecho,
-2 —6=(2)?— (2} — 6 = (2* —3)(2* +2) = (z — V3)(x + V/3)(x? +2). Por tanto,

—62’(z — V3)(z +v3)(z? +2)
(z* + 22 +2)?

fl(z) =
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El denominador y el factor (x> + 2) del numerador son siempre positivos. Por consiguiente,
~ las variaciones de signo de f'(r) vienen determinadas por los otros factores del numerador.
Se describen en el diagrama de signos que se da a continuacién. De su estudio, y de (a) en
el Teorema 9.1 deducimos que & = /3 es un méaximo local, y de (b) que x = ~+v/3 es un
minimo local. Segin (¢), = 0 no es un m4ximo local ni un minimo local porque f'(x) > 0

en (—v/3,0) y en (0,/3).

—/3 0 V3
e S B
T~V3 e ¢
T+V3 -----
f@ ----- 1 G-
f@) + + ™

La grifica de esta funcioén es la de la Figura 9.9. Notese que f(—x) = —f(x) para todo «,
luego la gréfica es simétrica respecto al origen.

y

FIGURA 9.9

El test de la derivada segunda

Para la mayor parte de los problemas de interés prictico, en los que hay una funcién explicita,
el Teorema 9.1 va a permitir el decidir cudndo un punto estacionario es un maximo o un minimo
local, o ninguno de los dos. Nétese que el teorema requiere conocer f'(x) en puntos de un entorno
del punto estacionario dado. Damos ahora un teorema que describe condiciones suficientes, que
dependen solamente de propiedades de la funcion en el punto estacionario.

Teorema 9.2 (El test de la derivada segunda)

Sea f una funcién derivable dos veces en un intervalo /. Supongamos que ¢ es un punto
interior de . Entonces:

@ f'(c)=0y f"(c) < 0= c es un maximo local estricto.

() f'(e)=0y f’(c) > 0 = ¢ es un minimo local estricto.

(€ flle)=0y f'(c)=0=1? '
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Demostracion: Probemos la parte (a). Supongamos que f'(c) = 0y f”(c) < 0. Por definicién de f”(c), Ia
derivada de f'(z) en c es

' 'y '
f"(¢) = lim flexh) =110 _ gy 1 (Ch+ 2 )

-0 h h—0

Como f”(c) < 0 se deduce de (x) que f'(c+ h)/h < 0si |h] es suficientemente pequefio. En particular, si i
es un ndmero positivo pequefio, entonces f'(c + h) < 0, luego f’ es negativa en un intervalo a la derecha de
c. De 1a misma forma vemos que f’ es positiva en un intervalo a la izquierda de ¢. Entonces ¢ es un méximo
local estricto de f. Se puede probar la parte (b) de manera andloga. Para la parte (c), véanse los comentarios
a continuacién. : :

El Teorema 9.2 deja en el aire el caso (c) en que f'(c) = f”(c) = 0. En este caso puede
ocurrir “cualquier cosa”. Cada una de las tres funciones f(z) = ¢, f(z) = —=* y f(z) = 2°
verifica que f'(0) = f”(0) = 0. En ¢ = 0 tienen, respectivamente, un minimo (local), un maximo
(local) y un punto de inflexidn, como se ve en las Figuras 9.10 a 9.12. Normalmente (como aqui),
se puede usar el Teorema 9.1 para clasificar los puntos estacionarios en los que f'(c) = f”(c) =0.
(Para la definicién de punto de inflexién, ver (9.11) en la Secci6én 9.5.)

z T T
£ =5"0=o. f'©) =" =o. f'0) = £"(0) = 0.
0 es un minimo. 0 es un méximo. 0 es un punto de inflexién.
FIGURA 9.10 FIGURA 9.11 FIGURA 9.12

Se puede usar el Teorema 9.2 para obtener una condicién necesaria para puntos éptimos locales
que sea ttil. Supongamos que f es derivable en el intervalo I y que ¢ es un maximo local interior
a I; entonces f'(c) = 0. Ademis no puede ser f”(c) > 0 porque, por el Teorema 9.2 (b) esta
desigualdad implicaria que ¢ es un minimo local estricto. Por tanto tiene que ser f”/(c) < 0. De la
misma manera vemos que f”(c) > 0 es una condicién necesaria de un minimo local. Brevemente:

¢ es un maximo local de f = f"(c) <0 (9.8)
¢ es un minimo local de f = f”(c) >0 9.9)

La funcién que estudiamos en el Ejemplo 9.7 es un ejemplo tipico de cudndo es conveniente estudiar
las variaciones de signo de la primera derivada para clasificar los puntos estacionarios. (El uso del
Teorema 9.2 requiere calcular f”/(z), que es una expresién complicada).

En los modelos econémicos teéricos, es mds corriente restringir los signos de las derivadas
segundas que postular un cierto comportamiento de las variaciones de signo de las primeras deriva-
das. Consideramos un ejemplo tipico.

Ejemplo 9.8
Si una empresa que produce un bien tiene una funcién de ingresos R(()), una funcién de costes

C(Q) y hay un impuesto sobre la venta de ¢ délares por unidad, entonces Q* > 0 puede
maximizar los beneficios sé6lo si

R@Q")=C'(Q") +t (%)

(véase Ejemplo 9.5 de la Seccién 9.3, ecuacién (5).) Supongamos que R"(Q*) < Oy
C"(Q*) > 0. La ecuaci6n (+) define implicitamente a Q" como una funcién derivable de
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t. Hallar dQ*/dt y estudiar su signo. Calcular también la derivada con respecto a t del valor
éptimo 7(Q*) de la funcién de beneficios y probar que dn(Q*)/dt = —Q*.

Solucién: Derivando (*) con respecto a t obtenemos
N
R'@) 2 = o
Despejando dQ* /dt se tiene
aQ* 1
it~ R(Q" - (@)

Las hipétesis sobre los signos de R” y C" implican que dQ* /dt < 0. Asi, el ndmero éptimo
de unidades producidas bajara si la tasa del impuesto ¢ aumenta.

El valor 6ptimo de los beneficios es 7(Q*) = R(Q*) — C(Q*) — tQ*. Teniendo en
cuenta que Q* depende de , obtenemos

dQ*

(%)

dn*(O* dO* dO* dO*
) - @ @) g L
d* dQ*

- [RQ)-C@NE - - = ¢

(hemos usado (*)). Asi vemos que, aumentando la tasa del impuesto en una unidad, el beneficio
6ptimo bajard Q* unidades. Nétese que los términos de d@Q*/dt desaparecen de esta ultima
expresion a causa de la condicién de primer orden (). Este es un ejemplo del “teorema de la
envolvente” que estudiaremos en la Seccién 18.7.

Ejemplo 9.9 (;Cuindo hay que cortar un arbol?)

Consideremos un é4rbol plantado en el instante ¢ = 0 y sea P(t) su valor de mercado en el
instante t, donde P(t) es derivable. ;Cudndo hay que cortar el arbol para hacer mdximo el
valor actual descontado? Se supone un tipo de interés continuo de 1007% anual.

Solucién: Por (8.28), Seccién 8.5, el valor actual es
f@t) = P(t)e™ (1)
y su derivada es
') = P'(t)e ™™ + P(t)(—r)e "™ = e "[P'(t) — rP(t)] (2)

Una condicién necesaria para que t* > 0 haga méxima f(t) es que f'(t*) = 0. En (2) vemos
que esto ocurre cuando
P'(t") = rP(t") 3

Por tanto, hay que cortar el drbol en el instante t* en el que el aumento del valor del 4rbol en
el intervalo de tiempo (t*,t* + 1) (= P’(t*)) es igual al interés que se obtendria, durante este
intervalo de tiempo, al invertir la cantidad P(t*) a la tasa de interés 7 (= 7 P(t*)).

Estudiemos la condicién de segundo orden. De (2) deducimos que
f'(t) = —re™" [P(t) — rP(t)] + e [P"(t) — rP'(t)]
Evaluando f”(t) en t* y usando (3) obtenemos
f1(E7) = e [P — rP'(t)] @
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Suponiendo que P(t*) > 0y P"(t*) < 0 obtenemos de (3) que P’'(t*) > 0. Entonces (4) |
implica que f”(t*) < 0, luego el t* definido en (3) es un maximo local. Damos un ejemplo .
en el Problema 4.

No hemos tenido en cuenta en este ejemplo el uso posterior que se dé al suelo en que se
ha plantado el drbol —por ejemplo, para plantar otro drbol (véase Problema 5).

Nota: Aceptando la maximizacién del valor actual descontado como el criterio razonable para decidir
cuidndo hay que cortar un 4rbol, queda automéaticamente invalidada la suposicién ingenua de que hay
que hacerlo cuando el valor de mercado es el mayor. En vez de esto, se corta el arbol un poco antes,
por la ‘impaciencia” asociada al descuento.

Problemas

1 Consideremos la funcién f definida por
flx)=2-122
para todo x. Hallar los dos puntos estacionarios de f y clasificarlos usando los tests de las derivadas

primera y segunda.

2 Hallar todos los puntos 6ptimos locales y los valores éptimos correspondientes para las funciones dadas
por las férmulas siguientes:

(@) f(z)=—-2z—1 (b)) fl@)=2"—-3z+8 () flz)=z+1/z
@ f(z)=1z2°-52° (&) flz)=2*/2—-3z+5 ) flz)=z*+3z" -2

3 Sea f la funci6n dada por
fl@)y=Q0+2/z)vz+6

{a) Hallar su dominio, sus ceros y los intervalos donde es positiva.
(b) Hallar los posibles puntos Sptimos locales y los valores correspondientes.

(c) Estudiar f(z) cuando £ — 0=, £ — 0" y £ — 00. Hallar también el lfmite de f'(z) cuando
T — 00. ;Tiene f un mdximo o un minimo en el dominio?

4 En el problema del Ejemplo 9.9, consideremos el caso en que
F&) = (2 +10t +25)e %t (¢t >0)
(a) Hallar el valor de ¢ que maximiza f(t). Probar que es el mdximo.

(b) Calcular limy_, o f(£) y dibujar la grifica de f.

5 Consideremos el Ejemplo 9.9. Supondremos que se planta un nuevo irbol inmediatamente después de
cortar el anterior. Si suponemos que se planta un nuevo drbol en los instantes ¢, 2¢, 3¢, etcétera, el valor
actual de todos los drboles sera de

ft) = P@t)e ™ + P(t)e ¥t 4 ...
(a) Hallar 1a suma de esta serie geométrica infinita.

(b) Probar que, si f(¢) tiene un maximo para un t* > 0, entonces

Py =r 2O

=
Comparar esta condicién con la (3) del Ejemplo 9.9.
6 Hallar los valores de a, b y ¢ para que
fl@)=x2*+az*+ bz +c
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(a) tenga un minimo local en x = 0
(b) tenga puntos estacionariosenx =1y z =3

7 La Figura 9.13 contiene la grifica de la derivada de una funcién f. Razonar cudles de los puntos a, b, c,
d, e son mdximos o minimos locales de f

S

FIGURA 9.13

8 Sea la funcién f definida por

(a) Hallar f'(z), f"(z) y los puntos 6ptimos locales de f.
(b) Hallar los puntos 6ptimos globales y dibujar la grifica de f.
(c) Usar los resultados anteriores para hallar los puntos éptimos globales de g(z) = f(e%).

9 Consideremos la funcién 3

ot — 12+ 1

fl@) =

(a) Hallar f'(x) y todos los mdximos y minimos locales de f. ;Tiene f puntos 6ptimos globales?
(b) Dibujar la grifica de f.

Problemas avanzados

10 Discutir los puntos éptimos locales de la funcién f(z) = z* + ax + b segiin los valores de a, b. Usar el
resultado para probar que la ecuacién f(z) = 0 tiene tres raices reales distintas si y sélo si 4a®+27b% < 0.

11 Sea f(z) = (z* — 1)2/3 definida para todo x.

(a) Calcular f'(z)y (). :
(b) Hallar los puntos 6ptimos locales de f y dibujar la gréfica de f.

9.5 FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS Y PUNTOS
DE INFLEXION

;Qué informaci6n se puede extraer del signo de la derivada segunda? Recuérdese que el signo de la
derivada primera determina si una funcién es creciente o decreciente:

f'(z) > 0en (a,b) < f(z) es creciente en (a, b) (1)

s la derivada de f’(z). Por tanto:

(13

>0en (a,b) <= f'(x) es creciente en (a, b) (3)
<0en (a,b) <= f'(x) es decreciente en (a, b) 4)
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La Figura 9.14 ilustra la equivalencia (3). La pendiente f'(x) de la tangente es creciente cuando x
crece. Por otra parte, la pendiente de la tangente a la grafica de la Figura 9.15 es decreciente cuando
x crece. (Col6quese una regla que se mantenga tangente a la grfica de la funcién. Cuando la regla
se desliza a lo largo de la curva, de izquierda a derecha, la tangente gira en el sentido contrario a las

agujas del reloj en la Figura 9.14 y en el mismo sentido en la Figura 9.15.)
y

FIGURA 9.15 La pendiente de la tangente decrece cuando x crece. g'(x) es decreciente.

Damos las definiciones siguientes, suponiendo que f es continua en el intervalo I y derivable

dos veces en el interior de I (que se designa por I°):

f es convexa en [ — F"(x) > 0 para todo z de I°
fesconcavaen I < f"(x) < 0 para todo x de I°

(9.10)

La distincién entre convexidad y concavidad de una funcién es crucial en muchos modelos econémi-

cos. Estudiar los casos recogidos en la Figura 9.16.

Ejemplo 9.10
Comprobar la convexidad/concavidad de las funciones siguientes:

(@) f(x)=x*—2z+2 y (b) f(:c)=a:c2+b:c-|‘-c

Solucioén:

(a) Se tiene que f'(z) = 2z — 2 luego f”(x) = 2. Como f"(x) > 0 para todo z, f es

convexa.

(b) Se tiene que f'(x) = 2ax + b luego f'(x) = 2a. Si a = 0, entonces f es lineal y f
convexa y cbncava a la vez. Si a > 0 entonces f(z) > 0 luego f es convexa. Sia < 0
entonces f”’(z) < 0, luego f es céncava. Comparar con las grificas de la Figura 3.1 de la

Secci6n 3.1.
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Yy Yy

3
N +——>
creciente; convexa creciente; concava

Yy Yy

+— v +——
decreciente; convexa decreciente; concava

FIGURA 9.16

Ejemplos tipicos

Consideramos dos ejemplos tipicos de funciones convexas y céncavas.
Hemos dibujado grosso-modo en la Figura 9.17 la grifica de la funcién P que describe la
poblacién del mundo, es decir

P(t) = poblacién mundial (en miles de millones) en el afio ¢

En la figura se ve que no sélo P(%) es creciente, sino que la tasa de crecimiento aumenta, esto
es, cada afio el crecimiento es mayor. De aqui se deduce evidentemente que P(f) es una funcién
convexa de £.

La grifica de la Figura 9.18 muestra la cosecha de trigo Y (V) cuando se usan N libras de
fertilizante por acre, basdndose en experimentos sobre fertilizantes realizados en Iowa en 1952 (véase
Ejemplo 9.2 en la Seccién 9.2). La funci6n tiene un maximo en N = Ny = 172. Un aumento de
la cantidad de fertilizante por encima de N originar4 que la produccién de trigo decrezca. Ademds,
Y (N) es concava. Si N < Ny el aumentar N en una unidad revertird en un aumento de Y (N),
menor cuanto mayor sea IN. Por otra parte, si N > N, el aumentar /N en una unidad revertird en
una disminucién de Y ('), mayor cuanto mayor sea N,

Poblacién mundial (miles de millones) Y
51 60
4 +
40
31
2+
20
1 L
No
7 } } - +——p Afi0 +—— + - N
1600 1700 1800 1900 2000 50 100 150 200 250

FIGURA 9.17 FIGURA 9.18
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Ejemplo 9.11
Estudiar Ia concavidad/convexidad de la funcion de produccién

_ Y=AK* (A>0; 0<a<l)
definida para todo K > 0.
Solucién: Derivando Y dos veces con respecto a K se obtiene
Y" = Aa(a — 1)K*2

Como a € (0,1), es Aa(a — 1) < 0, luego Y” < 0 para todo K > 0. Por tanto, la funcién
es c6ncava. La Figura 9.19 muestra la graficade Y = AK®para0 < a < 1. Sia > 1, es
Y"” > 0y, por tanto, Y es una funcién convexa de K, como se ve en la Figura 9.20.

Y
4
Y = AK*®
0<a<xl
K

FIGURA9.19 Y = AK?, A> 0,a € (0,1).

Y
4
Y = AK®
(a>1)
K

FIGURAS.20 Y= AK?, A>0,a> 1.

Ejemplo 9.12
Supongamos que las funciones U y g son crecientes y céncavas, luego U’ > 0, U” < 0,
g >0y g" <0. Probar que la funcién compuesta

f(z) = g(Ulz))
es también creciente y céncava.
Solucién: Usando la regla de la cadena tenemos que
fz) =4 ({U(@) - U(=) (%)

Como g’ y U’ son > 0, es f'(z) > 0. Por tanto, f es creciente. (Una transformacion creciente
de una funcién creciente es creciente.)
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Para hallar f”(z) hay que derivar el producto de las dos funciones ¢'(U(z)) y U'(z).
Por la regla de la cadena, la derivada de g'(U(x)) es igual a ¢" (U(z)) - U’(z). Por tanto,

@) = ¢"[U@)] - (U'@)* + ¢ (U) - U"(z) (x%)

Como g" <0, g > 0y U"” <0, se deduce que f”(x) < 0. (Una transformacion céncava
creciente de una funcidn céncava es céncava). B

Puntos de inflexion

Las funciones que estudiamos en economia son a menudo convexas en unas partes del dominio y
céncavas en otras. Los puntos en que una funcién cambia de convexa a cdéncava, o viceversa, se
llaman puntos de inflexién. Los puntos de inflexién constituyen un tema importante de estudio en
andlisis matematico. Los estudiamos en el caso de las funciones que son derivables al menos dos
veces. Su definicién formal es como sigue:

Puntos de inflexion

El punto ¢ es un punto de inflexion de una funcién f derivable dos veces cuando existe un
intervalo (a, b) centrado en c tal que se verifica una de las dos condiciones siguientes:

(a) f'(z) >0sia<z<cy f'(z)<0sic<z<b (9.11)

(=N

b) f'(z) <0sia<z<cy f'(z) >0sic<z<b

En pocas palabras, £ = ¢ es un punto de inflexién si f”(x) cambia de signo en c. También decimos
que (¢, f(c)) es un punto de inflexién de la grifica. Se da un ejemplo de un punto de inflexién en
la Figura 9.21.

y

P

fay>0 | f'@)<o

(
|
|
1
)
1
|
|
'
'
'
|
1
|
|
|

T

C

FIGURA 9.21 EIl punto P es un punto de inflexién de la grafica (x = ¢ es un punto de inflexion
de la funcién).

Si imaginamos que la Figura 9.21 muestra el perfil de una colina, el punto P donde la pendiente es
més pronunciada es un punto de inflexién. '
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Teorema 9.3 (Test de puntos de inflexion)

Sea f una funci6n con derivada segunda continua en un intervalo / y sea ¢ un punto interior
de I.

(@) Si c es un punto de inflexién de f, entonces f”(c) = 0.
(b) Si f”(c) =0y f” cambia de signo en c, entonces ¢ es un punto de inflexién de f.

Demostracién:
(a) Como f"(z) <Oaunladodecy f’(z) > 0al otro, f”’(c) = 0.

(b) Si f" cambia de signo en el punto ¢, entonces ¢ es un punto de inflexién de f segin (9.11).

Segiin el teorema 9.3 (a), la condicién f"(c) = O es necesaria para que c sea un punto de
inflexién. Sin embargo no es suficiente porque f”(c) = 0 no implica que f” cambie de signo en
z = c. El ejemplo siguiente contiene un caso tipico.

Ejemplo 9.13
Demostrar que f(z) = z* no tiene un punto de inflexién en z = 0, a pesar de que su derivada
segunda se anula en el origen, i.e., f”(0) = 0.

Solucién: Se tiene que f'(z) = 4z® y f"(z) = 1222, luego f"(0) = 0. Pero f"(x) > 0 para
todo £ # 0, luego f” no cambia de signo en £ = 0. Por tanto, £ = 0 no es un punto de
inflexién. (De hecho, £ = 0 es un minimo global como muestra la Figura 9.10.)

Ejemplo 9.14

Hallar los posibles puntos de inflexién de f(z) = %:63 — é:c

2 2
—§$+1

Solucion: Las derivadas primera y segunda son
fley=32—32-3 v ['@=fr-3=1(-3)

Por tanto, f”(z) < 0 para ¢ < 1/2, f"(1/2) = 0y f"(z) > O para z > 1/2. Porel
Teorema 9.3(b), z = 1/2 es un punto de inflexién de f.

Ejemplo 9.15
Calcular los puntos de inflexién de f(z) = z2e®.
Seccién 8.1). :

Dibujar la grifica (véase Ejemplo 8.2,

Solucién: La derivada primera de f es f'(z) = 2ze® + x2€%, luego la segunda es
f(z) = 2¢” + 2xe” + 2xe” + o’e” = e*(’ + 4z + 2) = €°(z — T, )(T — T2)

donde £, = —2 — \/i ~—-34lyz,=—-2+ \/i ~ —0,59 son las dos raices de la ecuacién
z?+4x +2 = 0. Se da m4s adelante el diagrama de signos de f”(x). En él vemos que f tiene
dos puntos de inflexién en £ = z; y £ = z,. La grifica es convexa en los intervalos (—00, Z;]
y [Z2,00), y céncava en [Ty, T,]. Véase la Figura 9.22 para cuya confeccién se han utilizado
los resultados del Ejemplo 8.2.
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I , I,
ez —zy) --—----——-- C

r—T,  ———————————f——————————= <

f”(z) J ——————————— l

f@) — ~ —
Y
I
’ f(z) = 22e”
1-.
+ + + + + + — T
—4 -3 -2 -1 0 1

FIGURA 9.22 f(x) = x?&*

Ejemplo 9.16

Una empresa produce un bien usando s6lo una materia prima. Sea ¢ = f(v), v > 0, el méximo
de la produccién que se puede obtener a partir de v unidades de materia prima. Se 1lama a esta
f 1a funcién de produccién. Frecuentemente se supone que la productividad marginal f’(v) es
creciente hasta un cierto nivel vy y luego decrece. La Figura 9.23 contiene un prototipo de una
de estas funciones de produccién. Si f es derivable dos veces, f"(v) es > O en [0,v9) y < 0
en (v, 00). Asi, f es primero convexa y luego céncava, con un punto de inflexién en vy. Se
da un ejemplo de una funcion de esta clase en el Problema 9.

f

—»

v

g-_-________--

FIGURA 9.23 f es una funcion de produccion. vg es un punto de inflexion.

Un resultado util

Supongamos que f/(x) < 0 para todo z de un intervalo I. Entonces f'(z) es decreciente en I.
Por tanto, si f'(c) = 0 en un punto interior ¢ de I, entonces f'(x) debe ser > 0 a la izquierda de ¢
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y f'(z) < 0 ala derecha. Esto implica que la funcién es creciente a la izquierda de ¢ y decreciente
a la derecha. Deducimos de aqui que £ = ¢ es un maximo de f en I. La Figura 9.24 recoge
esta importante observacién. Se tiene el resultado correspondiente para el minimo de una funcién
convexa.

Teorema 9.4 (Maximos y minimos de funciones concavas y convexas)

Supongamos que f es una funcién céncava (convexa) en un intervalo I. Si c es un punto
estacionario de f interior a I, entonces ¢ es un méximo (minimo) de f en I. En pocas
palabras, si ¢ es un punto interior de I, entonces

f’'(z) <Oparatodoxz € I y f'(c) = 0=> x = c es un méximo de f en [ (9.12)
f"(z) >0paratodox € I'y f'(c) =0 => & = c es un minimo de f en | (9.13)
¥

| y=f(@

; .

FIGURA 9.24 f es concava, f’ (¢) = 0y ¢ es un maximo.

Ejemplo 9.17
Supongamos que el coste total de produccién de ) unidades de un bien es

CQ) =a@+bQ+c, (Q@>0)
donde a y c son constantes positivas. Probar que la funcién de costes medios A(Q) = aQ +
b + ¢/Q tiene un minimo en Q* = +/c/a (ver también el Problema 8 de la Seccién 9.3).

Solucién: La derivada primera de A(Q) es
A@=a-c/@?

y el tnico punto estacionario es @* = y/c/a. Como A”(Q) = 2¢/Q* > 0 para todo @ > 0,
A(Q) es convexa y, por el Teorema 9.4, Q* = y/c/a es el minimo.

Problemas

-1 Determinar la concavidad/convexidad de f(z) = —%mz + 8z - 3.

2 Sea f la funcién definida por f(z) = x> + %mz — 6z + 10 para todo x.
(a) Hallar f'(z)y f" ().
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(b) Hallar los puntos estacionarios de f y los intervalos en que f es creciente.
(c) Hallar los puntos de inflexién de f y los intervalos de concavidad y convexidad.

3 Una empresa competitiva recibe un precio p por cada unidad de su produccién, paga un precio w por cada
unidad de su Unica materia prima, y tiene unos costes fijos de F'. Su produccién cuando usa z unidades
de materia prima es f(z) = /.

(a) Dar la expresi6n de las funciones de ingresos, costes y beneficios de la empresa.

(b) Escribir la expresién de la condicién de primer orden para la maximizacién del beneficio, dando una
interpretacién econémica de ella.

(c) Comprobar si realmente los beneficios se hacen médximos en un punto que verifique la condicién de
primer orden.

(d) Explicar cémo cambiarian las respuestas si f(z) = z°.

4 Hallar los puntos éptimos y los puntos de inflexién de la funcién f cuya gréfica es la de la Figura 9.25

y
4..
y = f(z)
~
14
+ + + + + > T
-3 -2-10 1 2 3 4 5 6

FIGURA 9.25

5 Hallar dénde son convexas las funciones siguientes y determinar los puntos de inflexi6n:

@ f@) = 0) 9@) =

(c) h{(z)=ze®

6 Hallar ¢ y b para que la grifica de
f(z) = az® + bz?

pase por (—1,1) y tenga un punto de inflexién en = 1/2.

7 Hallar los intervalos en que la siguiente funcién cibica de costes es convexa o céncava, asi como su tnico
punto de inflexi6n:

CQ=0Q+bQ*+cQ+d, (a>0 b<0; ¢>0, d>0)

8 En el Ejemplo 9.5, sea R(Q) = PQ y C(Q) = aQ® + ¢, donde P, a, b y ¢ son constantes positivas con
b > 1. Hallar el valor de Q que maximiza los beneficios m(Q) = PQ — (aQ® +c). Usar el Teorema 9.4.

Problemas avanzados

9 Con respecto al Ejemplo 9.16, sea f(v) = (v — 1)!/3 + 1 para v > 0.
(a) Probar que f es una funcién creciente de v y que f”(v) > O en [0,1), f’(v) < 0en (1,00).
Dibujar la grafica de f.
(b) Supongamos que el precio unitario del bien es 1 y que el precio que la empresa paga por unidad de
materia prima es p. Los beneficios son entonces w(v) = f(v) — pv. Supongamos que v, > 0
maximiza 7(v) para el valor dado de p > 0. Hallar v, en funcién de p.

(c) Dibujar la grafica de 7 para el caso p = 1. Usar el mismo diagrama que en la parte (a).
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(d) Hallar las raices no negativas de la ecuacién 7(v) = 0. ;Para qué valores de p hay tres raices reales?
(e) Para todos los valores de p, hallar la soluci6n del problema

maximizar 7(v) con la restriccién v > 0

9.6 MAS SOBRE FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Hemos definido convexidad y concavidad solamente para funciones dos veces derivables. Una carac-
terizacién geométrica alternativa de convexidad y concavidad sugiere una definicién ma¥, general,
que sea vélida incluso para funciones no derivables. Esta ftltima definicién va a tener la ventaja de
poderse extender facilmente a funciones de varias variables.

La funcién f se llama céncava (convexa) si el segmento que une dos puntos cualesquiera de

la grafica no estd nunca por encima (debajo) de la grifica. (9-14)

T — T

FIGURA 9.26 f es convexa. FIGURA 9.27 fes concava.

Las definiciones vienen recogidas en las Figuras 9.26 y 9.27. Se puede demostrar que, para funciones
dos veces derivables, la definicién (9.14) es equivalente a la de convexidad/concavidad en términos
del signo de la derivada segunda.

Para poder usar {9.14) para estudiar la convexidad/concavidad de una funcién, debemos tener
una formulacién algebraica de la definicién. Para obtenerla, nétese que se puede escribir un punto
arbitrario z del intervalo [a, b] (a < b) en la forma

z=(1—-ANa+Ab=a+Ab—a) (A €o,1])
En efecto, sib > ay 0 < A < 1, entonces a < a + A(b— a) < b. Reciprocamente, si ¢ € [a,b] y
ponemos A = (z —a)/(b — a), entonces 0 < A < 1y
2

—za+a’+zxb—ab
=z

- _ ba —
(1—/\)a+)\b:<1—x “>a r-4a,_ "4

b—a b—a b—a
(Vemos que A = (z — a)/(b — a) es la razén entre la distancia de = a a y la de a a b, o amplitud
del segmento.)

Consideremos ahora la Figura 9.28. Queremos calcular el nimero s. Segn la férmula punto-
punto (2.7) de la Seccibn 2.5, la recta que pasa por (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene como ecuacién

_ f(b) — f(a)
—a .

y-f@) =5 —"Le-a
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Y
I
y = f(x)
______ (b, £%))
(a7 f(a)) ______ —eemm T :
| {HF((1 = N+ ),
L sl |
o T Y 2
FIGURA 9.28

Sea £ = (1 — A)a + Ab. Entonces y = s, y asi

b) - f(a

PR (UES G
—a
lo que implica que s = (1 — A) f(a) + Af(b). Ahora bien, como A toma todos los valores en [0, 1],
el mimero (1 — A)a + Ab tomard todos los valores en [a, b]. La condicién de que el segmento que
une (a, f(a)) con (b, f(b)) esté siempre debajo de la grifica de f (o contenido en ella) equivale,
por tanto, a que s < f((1—A)a+Ab) paratodo A € [0, 1]. Ahora deben quedar claras las siguientes
definiciones formales:

(1= Xa+Ab— a] = A[f(0) — f(a)]

La funcion f es concava en el intervalo [ si, para todo a,b € I y todo A € (0,1),

(9.15)
F((1=2Na+Ab) > (1~ A)f(a) + Af(b)
La funcién f es convexa si — f es concava (véase Figura 9.1). Asi se verifica lo siguiente:
La funcién f es convexa en el intervalo I si, para todo a,b € I y todo A € (0,1),
(9.16)

F(1=A)a+Ab) < (1= A)f(a) + Af(b)

Nétese que estas definiciones son viélidas incluso para funciones que no son derivables.

Si en la definicién (9.15) exigimos que la desigualdad sea estricta para todo A cuando a # b, la
funcién f se llama estrictamente concava; la grifica de f estard siempre estrictamente por encima
del segmento que une dos puntos cualesquiera de la grafica. Por ejemplo, la funcién de la Figura 9.28
es estrictamente céncava. La Figura 9.29 muestra un caso tipico de una funcién céncava, pero no
estrictamente céncava. La funcién f es estrictamente convexa si — f es estrictamente céncava.

Ejemplo 9.18
Probar que f(z) = |z| es convexa en (—00, 00). (Véase la grifica de f en la Figura 9.30.)

Solucion: Sean a y b nimeros arbitrarios y sea A € [0, 1]. Tenemos que probar que la diferencia
D entre el miembro de la izquierda y el de la derecha de la desigualdad (9.16) es siempre < 0.
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Yy

4

—> T

FIGURA 9.30 Convexa; no derivableen x = 0.

Puesto que |zy| = |z |y| y |z + y| < || + |y| para cualquier par de nimeros reales z, y, se
deduce que

F((1=2Xa+Ab) — [(1 = A)f(a) + Af(B)] = [(1 — N)a+ Ab| — (1 — A)|a| — Alb|

(1= XNla| + Alp| — (1 — A)la] — Afd|
0

IA It

I

Asi, f(z) = |z| es convexa.

Para funciones dos veces derivables, es normalmente mas ficil estudiar la concavidad/conve-

xidad por el signo de la derivada segunda que usando (9.15) y (9.16). Sin embargo, para razona-
mientos tedricos, estas definiciones son muy utiles y se generalizan ficilmente a funciones de varias
variables.

Ejemplo 9.19

Supongamos que U(z) es una funcién concava definida en un intervalo . Sea g una fun-
cién céncava creciente definida en un intervalo que contenga al rango de U y definamos
f(z) = g(U(z)). Demostrar que f(z) es céncava en I. (Hemos probado este resultado
en el Ejemplo 9.12 de la Seccién 9.5 bajo hipétesis de derivabilidad “innecesarias”.)

Solucién: Sean a,b € I cona < by A € [0, 1]. Por la definicién de f,

F((1 —=X)a+ Ab) = g(U((1 — A)a + Ab)) (1)
Como U es céncava,

U((1 = X)a+Ab) > (1 —X)U(a)+ AU(b) (2)

(1
Como ¢ es creciente, 7 > s implica g(r) > g(s). Asi, aplicando g a cada lado de (2) se
obtiene

gU((1 = Na + b)) > g((1 = )U(a) + AU (b)) S
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Por la concavidad de g,
g((1 = A)U(a) + AU (b)) 2 (1 — N)g(U(a)) + Ag(U (b)) @
' = (1= XA)f(a) + Af(b)
De (1), (3) y (4), vemos que f((1 — A)a + Ab) > (1 — A)f(a) + Af(b), luego f es céncava.

Un test facil de concavidad/convexidad es el siguiente, que damos sin demostracién:

f"(z) < 0 para todo = € (a,b) => f(z) es estrictamente céncava en (a, b)

9.17
f"(z) > 0 para todo = € (a,b) = f(z) es estrictamente convexa en (a, b) ®-17)

Las implicaciones reciprocas no son ciertas. Por ejemplo, podemos demostrar que f(z) = * es
estrictamente convexa en el intervalo (—oo,00), pero f”(z) no es > 0 para todo punto porque

f7(0) =0.
Nota: Las siguientes funciones estdn entre las més usuales que son céncavas (convexas) en sus
dominios:
Céncavas: azx’ +bz+c(a<0); 2°(0<a<l1,z>0); Inz(z>0 (1)
Convexas: ax’+bz+c (a>0); z% (a>1, z > 0); e, |z (2)
De las definiciones (9.15) y (9.16) se deduce inmediatamente que combinaciones lineales no nega-
tivas af(z) + bg(z) (a, b > 0) de funciones céncavas (convexas) f(z) y g(x) son céncavas
(convexas). Usando estos hechos y (1) y (2) podemos determinar a menudo ficilmente la conca-

vidad/convexidad. En las Secciones 17.7 y 17.8, demostraremos otras muchas propiedades que nos
serviran de ayuda para decidir la concavidad (convexidad).

Desigualdad de Jensen

Si en la definicién (9.15) de funcién céncava ponemos @ = 1, b = 25, 1 —A = Ay A = Ay,
la definicién quedard asi: f(z) es concava en I si, para todo £, y ; de I y paratodo A; > Oy
/\220C0n/\1+/\2=1,

f(/\lml + /\2(132) > /\1f(:131) + /\zf(ﬂ?z)

La desigualdad de Jensen es una generalizacién de ésta.

Desigualdad de Jensen

Una funcién f es cncava en el intervalo I si y sélo si se verifica la desigualdad siguiente para
todo zy, ...,z de Typaratodo A\; >0, ..., A, >0con A; +---+ A, =1t

FOGz + -+ Apzp) 2 A f(z) + - + A flzn) (9.18)

Se obtiene el resultado correspondiente para el caso de una funcién f convexa cambiando el sentido
de la desigualdad de (9.18). La versién vectorial, mis general, de este resultado se encuentra en la
Seccién 17.6.
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Ejemplo 9.20 (Suavizado de la produccion)
Consideremos una empresa que produce un dnico bien. El coste de mantenimiento de un nivel
anual de producci6n y durante una fraccién A de afio es AC(y), donde C'(y) > 0y C"(y) > 0
para todo y > 0. En la préctica, el nivel de produccién puede fluctuar a lo largo del afio. Probar
que, para una produccién anual total dada Y, se minimiza el coste total de la empresa eligiendo
un flujo constante de produccién.

Solucién: Supongamos que la empresa elige niveles de produccién distintos ¥y, . .., y, al afio
durante fracciones Ay, ..., An del afio, respectivamente. La produccién total es ) i, Ai¥y; =
Y, a un coste total de >";-; A\;C(y;). Aplicando la desigualdad de Jensen a la funcién convexa
C se obtiene

g’\ic(yi) 2 C(é /\iyi> =C(Y)

El miembro de la derecha es el coste de mantener el nivel de produccién constante Y a lo largo
del afio, y éste es el coste minimo. .

Problemas

1 Supongamos que f(z) = 1 — z2.
(a) Probar que D = f((1 — A)a+ Ab) — (1 — A)f(a) — Af(b) se puede escribir en la forma
D = A1 — X\)(@® — 2ab +b*) = A\(1 — N)(a — b)’
(b) Si X € (0,1), jqué signo tiene D)? ;Es f céncava, convexa, o ninguna de las dos?
(c) ¢Es f estrictamente céncava/convexa?
(d) Comprobar el resultado de la parte (c) usando (9.17).

2 Supongamos que una funcién f es céncava. ;Qué condiciones deben verificar a y b para que g(z) =
af(z) + b sea céncava también?

3 Averiguar si las siguientes funciones con concavas/convexas (se supone que £ > 0 en (b) y (c))
(@ le*+1le® (b) 2z —3+4lnz () 52>’ 10z (d) 3P -2z +1+e 77

Problemas avanzados

4 Un consumidor hace planes de por vida para decidir una linea de consumo ¢, ..., ¢ que haga miximo
(1/T) Z;P: , u(ct) con la restriccién presupuestaria (1/7) 23;1 a < (1/T) 23;1 . En estas expresio-
nes y; es el flujo de ingresos, y la funcién de utilidad verifica que u'(c) > 0y u”(c) < 0.

(a) Usar la desigualdad de Jensen para demostrar que el consumo Gptimo es constante e igual al ingreso
medio a lo largo de su vida. '

(b) Sustituir (1/7T') Z;‘F: , u(ee) por E;‘F: ,(1+7)7tu(ct), con la nueva restriccién presupuestaria

T
S+ e —y) <0

t=1

donde 7 > —1 es la tasa de interés. Hallar el nuevo flujo 6ptimo de consumo

5 Probar que, si f y g son céncavas, entonces

h(z) = min{ f(z), ()}
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es concava. Interpretar este resultado. (N6tese que, para = dado, h(z) es el menor de los dos nimeros

f(z)y 9(z))
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Integracion

En realidad, los modelos desempefian bdsicamente el mismo papel en la
economia que en la moda. Suministran un marco articulado en el que
exhibir el material de manera ventajosa, . . . un papel ltil, pero
acompariado de los peligros que el disefiador puede aportar con su
inclinacién personal por el modelo, mientras que el cliente puede
olvidar que el modelo estd mds aguzado que la realidad.

—J. H. Dréze (1984)

. El problema geométrico de hallar la inclinacion de una curva en un punto nos lleva al concepto de
derivada de una funcién. Luego ocurre que la derivada tiene interpretaciones importantes ademas de
la geométrica. En economia es particularmente importante el hecho de que la derivada representa la
tasa de variaciéon de una funcion.

Se puede introducir también geométricamente el concepto principal que se estudia en este capi-
tulo. En efecto, comenzamos por el problema de medir 4reas de ciertas regiones planas que estin
limitadas no sélo por rectas. La resolucién de este problema necesita del concepto de integral defi-
nida de una funcién en un intervalo. Este concepto tiene también un cierto ndmero de interpretacio-
nes importantes, ademds de la geométrica.

Hacia el afio 360 AC, el matematico griego Eudoxo inventé un método general para hallar dreas
de regiones planas, que fue conocido como el método de exhaucion. La idea era inscribir y circuns-
cribir a la regién (por ejemplo, un circulo) regiones geométricas mds sencillas, como recténgulos,
triangulos o regiones poligonales generales —cuyas 4reas sepamos medir. Ahora bien, si el 4rea de la
regioén inscrita y la de la circunscrita tienden al mismo limite cuando se van refinando los poligonos,
este limite es, por definicién, el drea de la region.

Eudoxo y Arquimedes usaron el método de exhaucién para hallar las 4reas de un cierto nimero
de regiones planas concretas. Se desarrollaron métodos similares para hallar longitudes de curvas y
volimenes de sélidos. Sin embargo, ocurri6 que el método de exhaucién sélo valia en un nimero
limitado de casos, en parte por la entidad de los problemas algebraicos que el proceso requiere.
Pasaron casi 1.900 afios desde Arquimedes antes de que nadie hiciera progresos significativos en
la mediciéon de dreas de regiones planas. En el siglo XVIII, se inventé un nuevo método para

256
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calcular areas, llamado integracién, que esta estrechamente relacionado con el célculo diferencial.
El demostrar la relacién entre derivacién e integracién es uno de los logros principales del andlisis
matematico. Se ha dicho incluso que éste es el descubrimiento aislado mas importante de la ciencia.
Barrow, que fue maestro de Newton, y Newton y Leibniz en particular, son los mateméticos cuyos
nombres estdn asociados a este descubrimiento.

Después de estos comentarios introductorios, comenzamos por resolver el problema geométrico
de hallar las dreas de ciertas regiones planas concretas. Después desarrollamos la teoria de la inte-

graci6n basindonos en estos fundamentos.

10.1 AREAS BAJO CURVAS

El problema que vamos a estudiar en esta Seccién se ilustra en la Figura 10.1. Se puede formular
asi: ;C6émo calcular el drea A bajo la grifica de f desde a a b, suponiendo que f(x) es positiva y
continua?

Para responder a esta cuestién, intreducimos primero la funcién A(z) que mide el drea bajo la
curva y = f(x) en el intervalo [a, x], como se ve en la Figura 10.2. Claramente, A(a) = 0, porque
no hay drea de a hasta a, y el 4rea de la Figura 10.1 es A = A(b).

Y Y
3 ¢

y = f(z)

FIGURA 10.1 FIGURA 10.2

Puesto que f es siempre positiva, es obvio en la Figura 10.2 que A(zx) crece cuando T crece.
Supongamos que hacemos crecer = en una cantidad positiva Az. Entonces A(x + Ax) es el drea
bajo la curva y = f(x) en el intervalo [a,x + Ax]. Por tanto, A(x + Az) — A(x) es el drea AA
bajo la curva en el intervalo [z, z + Az], como se ve en la Figura 10.3.

)

3

~uy=flx) -

a i t b T
T THAx T T+AT

FIGURA 10.3 FIGURA 104
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La Figura 10.4 representa al 4rea AA vista con una lupa de aumento. No puede ser mayor que
el 4rea del rectangulo de lados Az y f(z + Az), y no menor que el 4rea del rectdngulo de lados Az -
y f(x). Por tanto, para todo Az > 0,

f(@)Axz < A(x + Az) — A(z) € f(z + Az) Az (%)

De aqui se deduce que A A)
(z +Az) — Az

<

f@) < -

(Si Az < 0, las desigualdades (*) cambian de sentido, mientras que las de (**) no. El razonamiento
siguiente vale igualmente para Az < 0.) Consideremos qué ocurre con (*%) cuando Az — 0. El
intervalo [T,z + Az] se reduce al dnico punto z y, por la continuidad de f, el valor f(z + Ar)
tiende a f(z). El cociente de Newton [A(z + Azx) — A(x)]/Az, encajado entre f(x) y algo que
tiende a f(x), debe tender por tanto a f(z) cuando Az — 0.! Asf llegamos a la notable conclusién
de que la funcién A(x) que mide el area bajo la grifica de f en el intervalo [a, z] es derivable y su
derivada es

< f(a + A2) (+3)

Al(z) = f(z)  (paratodo z € (a,b))

Esto prueba que la derivada de la funcién de drea A(x) es la funcién f(x) de “altura” de la curva.

Supongamos que F'(z) es otra funcién continua con derivada f(z), luego F'(z) = A'(z) =
f(z) para todo z € (a,b). Como (d/dz)[A(z)—F(z)] = A'(x)— F'(z) = 0, se debe verificar que
A(z) = F(z) + C para una cierta constante C' (véase Teorema 7.7 de la Secci6én 7.3). Recuérdese
que A(a) = 0. Por tanto, 0 = A(a) = F(a) + C, luego C = —F'(a). Por tanto,

A(z) = F(z) — F(a) cuando F'(z) = f(z) (10.1)

Esto nos lleva al siguiente

Método para hallar el drea bajo la curva y = f(x) y sobre el eje @, desde £ = a hasta
z=">:

1. Hallar una funcién arbitraria F' que sea continua en [a,b] tal que F'(z) = f(z) para (10.2)
todo z € (a, b).

2. El 4rea buscada es entonces F'(b) — F'(a).

Se llama antiderivada de f a toda funcién F tal que F'(z) = f(r) para todo = de un intervalo
abierto. Nétese que siempre hay infinitas antiderivadas de f porque (d/dz)[F(z) + C] = F'(z) =
f(x), para toda constante real C.

Ejemplo 10.1
Calcular el 4rea bajo la pardbola f(z) = 2 en el intervalo [0, 1].

Solucién: El érea buscada es la region sombreada A de la Figura 10.5. Siguiendo lo indicado
en el paso 1 de (10.2), debemos hallar una funcién que tenga a x* por derivada. Buscamos una
funcién potencial. De hecho (d/dr)az™ = anz™ ! = z? implican = 3y a = 1/3. Asi,

! La funcién f de las figuras es creciente en el intervalo [z, + Az]. Es facil ver que se llega a la misma conclusién

cualquiera que sea el comportamiento de f en el intervalo [z, z + Az]. Sustitdyase en el miembro de la izquierda de (%)
f(z) por f(c), donde ¢ es el maximo de la funcién continua f en el intervalo; y en el miembro de la derecha, ci4mbiese
f(z + Az) por f(d), donde d es el maximo de f en [z, z + Az].
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= 1z* es F'(x) = . Por tanto, el 4rea buscada es

A=F1)-F(0)=1-1-1.0°=1

tomando F'(x)

La Figura 10.5 sugiere que esta respuesta es razonable, porque la regi6n sombreada parece tener
aproximadamente 1/3 del drea de un cuadrado de lado 1.

1
FIGURA 10.5

Nota: Si el lector tratase de calcular el 4rea de la Figura 10.5 por el método de exhaucién, se daria
cuenta de la extrema sencillez del método (10.2).

Ejemplo 10.2
Hallar el 4rea A bajo la recta f(x) = cx + d en el intervalo [a, b]. (Suponemos que se eligen
las constantes ¢ y d de tal forma que f(z) > O en [a, b].)

flz)=czx+d

a b
FIGURA 10.6

Solucién: Se representa el 4rea en la Figura 10.6. Si se pone F(z) = lex? + dz, entonces

F'(z) =cx +dy asi :
A = F(b) — F(a) = (3cb? + db) — (jca® + da)
= %c(b2 —a?) +d(b— a)
Hallar la misma 4rea de otra forma y comprobar que se obtiene el mismo resultado.

El razonamiento por el que se justific6 (10.2) se basaba en consideraciones intuitivas. Sin
embargo, el concepto de area al que da lugar coincide con el usual en regiones limitadas por rectas.
El Ejemplo 10.2 es un caso paradigmaético.

Definimos formalmente el 4rea bajo la grifica de una funcién continua y no negativa f en el
intervalo [a, b] como el nimero F'(b) — F(a), donde F'(z) = f(x). Supongamos que G(z) es
cualquier otra funcién tal que G'(z) = f(z) para ¢ € (a,b). Entonces G(z) = F(z) + C para
una constante C. Por tanto,

G(b) — G(a) = F(b) + C — [F(a) + C] = F(b) — F(a)
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Este argumento nos dice que el 4rea que estamos calculando mediante (10.2) es independiente de la
antiderivada de f elegida. Ademds, por el Teorema 10.1 de la Seccién 10.3, toda funcién f continua
en [a, b] tiene una antiderivada.

¢ Qué ocurre si f(x) tiene valores negativos en [a,b]?

Hemos supuesto anteriormente que f era continua y con valores positivos. Consideremos el caso en
que f es una funci6n definida y continua en [a, b] con f(z) < 0 para todo = € [a,b]. La gréfica de .
f.eleje z, y las rectas £ = a y £ = b siguen limitando un 4rea. Si F'(z) = f(z), definimos este
drea como —[F'(b) — F'(a)]. Damos esta definicién porque queremos que el drea de una regién sea
siempre positiva.

Ejemplo 10.3 :
Calcular el drea sombreada en la Figura 10.7. Se trata del 4rea entre el eje = y la gréfica de
f(z) = €*/> — 3 en el intervalo [0,31n3].

Solucién: Tenemos que hallar una funcién F'(z) cuya derivada sea e*/* — 3. Por prueba y error
llegamos a la conclusién de que F'(z) = 3¢®/? — 3. (Comprobar que F'(z) = /3 — 3). El
N area es por tanto igual a
—[F(3In3) — F(0)] = —(3¢™*—3-3In3 -3¢’ = —(9—9In3 — 3) = 9In3 - 6 ~ 3,89

¢(Es razonable la respuesta? Si, porque el conjunto sombreado de la Figura 10.7 parece tener
algo menos de 4 unidades de area.

y Y

fl@) = /2 3

FIGURA 10.7 FIGURA 10.8

Supongamos que f estd definida y es continua en [a, b], positiva en algunos subintervalos, y
negativa en otros, como en la Figura 10.8. El drea total limitada por la grifica de f, el eje z, y
las rectas £ = a y £ = b se calcula entonces determinandoas dreas positivas en cada subintervalo
[a, c1, [c1, 2], [c2, €3] ¥ [c3, b] segiin las definiciones anteriores, y luego suméndolas

Problemas
1 Calcular el 4rea bajo la grifica de f(z) = = en [0, 1] usando (10.2).

2 En cada uno de los casos siguientes, dibujar grosso-modo la grifica de f y sombrear el 4rea del conjunto
limitado por el eje x, las rectas £ = a 'y & = b y la gréfica de f. Calcular también el 4rea de ese conjunto.

(a) f(z)=32" en [0,2] (b) f(z) =2 en [0,1]
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(c) f(z)=¢€" en [—1,1] (@) f(z) =1/2* en [1,10]

3 Calcular el 4rea A limitada por la grifica de f(z) = 1/2% eleje z ylasrectas £ = —2y = = —1.
(Hacer un dibujo.)

4 Hallar el drea A limitada por la grifica de f(z) = %(ez +e T)elejerylasrectasz = —1yz = 1.

10.2 INTEGRALES INDEFINIDAS

El problema de calcular areas bajo graficas de funciones nos ha conducido al de hallar antiderivadas.
Esto es, dada una funcién f se trata de hallar otra F' cuya derivada sea f.

Aunque el nombre de antiderivada es muy apropiado, seguiremos la prdctica tradicional y 1la-
maremos a F' una integral indefinida de f. Se usa el simbolo [ f(x)dz para designar una integral
indefinida de f. Dos funciones con la misma derivada en un intervalo deben diferir en una constante,
luego escribimos

/ f@de=F@)+C cumdo  F(z) = f(z) (10.3)

Por ejemplo,
/:c3 dz=1z*+C  porque  (iz*) ==2°

donde ( )’ designa derivacién. El simbolo [ es el signo integral, la funcién f(z) de (10.3) es el
integrando y C' es la constante de integracién. La parte dz en la notacién de la integral indica que
T es la variable de integracion.

Sea a un mimero fijo # —1. Como la derivada de z%'/(a + 1) es z%, se tiene

1
/za dz = " lza+1 +C  (a#£-1) (10.4)

Este es un resultado muy importante sobre integracién, que nos dice que la integral indefinida de
cualquier potencia de = (excepto ') se halla aumentando en 1 el exponente de z, dividiendo por
el nuevo exponente y sumando a todo la constante de integracién. Algunos ejemplos son:

— 1 __1_1+1 _12
(a) /zdz—/:c dm_1+1z +C’_2:c +C

L e N o
(b)/z3dz_/z dz—_3+1z +C = 2z2+C

1 2
c zde= [ 2Pde=—a/ 1 C =211 C
© / vz / 1/2+1 3
Cuando a = —1, la férmula (10.4) no vale porque habria que dividir por cero en el miembro de
la derecha, y eso no tiene sentido. El integrando es 1/ y el problema consiste en hallar una funcién
cuya derivada sea 1/z. Sabemos que Inz verifica esta propiedad, pero estd definida solamente para
z > 0. Sin embargo, In(—zx) estd definida para £ < 0 y, por la regla de la cadena, su derivada es
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[1/(—z)] (—1) = 1/z. Recuérdese, asimismo, que [z| = = cuandoz > 0y |z| = —z siz < 0.
Asi, tanto si integramos sobre un intervalo en el que £ > 0 como si lo hacemos para £ < 0, tenemos

/%dz —In|z|+C (105)

Consideremos ahora la funcién exponencial. La derivada de €” es €®. Asi, [e®dx = € + C.
Mais generalmente,

/ e dg = %e‘” +C  (a40) (10.6)

porque la derivada de (1/a)e®” es %*.
Cuando a > 0 se puede escribir a® = e*"%, El resultado que se da a continuacién es una
aplicacién de (10.6) cuando Ina # O (esto es, cuando a # 1):

/a”dz:ﬁa”ﬁ-C (@>0y a#1) (10.7)

Algunas reglas generales

Dos reglas de derivacién son (aF(z))' = aF'(z) y (F(z) + G(z)) = F'(z) + G'(z). De ellas se
deducen inmediatamente las dos reglas de integracién siguientes:

Propiedad del miiltiplo constante

/af(:t:) drz =a / flz)dx (aes una constante real) (10.8)

La integral de una suma es la suma de las integrales

/ [f(2) + 9(2)] dz = / f(z)dz + / 9(x) do (109)

Usando repetidas veces estas dos propiedades obtenemos la regla general siguiente -
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/[alfl(a:) +-- 4 anfn(a:_)] dz = aI/fl(a:) de +--- +an/fn(.7:) dz (10.10)

que da la integral indefinida de cualquier combinacién lineal de funciones continuas.

Ejemplo 10.4
Calcular la integral [(3z* + 5% — 2) dx.

Solucion:

/(3x4+5x2—2)da::3/z4da:+5/x2dz—2/1dx

=3GE2+C)+5G8° +C) —2(x 4+ Cs)
=22+ 32® — 22 + 3C, + 5C, — 2G5
=35+ 3r' ~2w+C

Como C), C, y Cs son constantes arbitrarias, 3C; + 5C, — 2C5 sigue siendo una constante

arbitraria. Asi la hemos sustituido por C en la iltima linea, por sencillez.

No hace falta escribir todos los pasos intermedios de una integral de este tipo. Escribimos
mas sencillamente

/(3x4+5x2—2)da:=3/z4da:+5/x2dz—2/1dx

35 5,
=-z24+ -z -2c+C
5 3

Podemos derivar funciones muy complicadas usando sistemdticamente las reglas adecua-
das. Por el contrario, calcular la integral indefinida de funciones, incluso muy sencillas, puede
ser una tarea muy dificil o imposible. Sin embargo, es muy sencillo comprobar cuando una
integral indefinida que se ha calculado es correcta: basta derivarla y ver si se obtiene el inte-
grando.

Ejemplo 10.5
Comprobar que

/\/_T —(az —2b)Vaz +b+C
ac

en un intervalo donde az 4+ b > 0.

Solucién: Escribimos F'(z) = (2/3a?)(az — 2b)vaz + b = (2/3a*)u - v, donde u = az —2b
y v = vaz + b. Entonces

Fl(z) = — (v + uw)

3a 2
donde, introduciendo la nueva variable w = az + b, tenemos

~

1 a
u =a v=Var+b=Vv = vV =—ow = ——nx
’ 2v/w 2vaz +b
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Por tanto,
2 a
F’ = — lav/ — 22—
(@) 3a [a az+b+ (az )2\/aa: + b]

2 [Za(aa: +b) + (ax — 2b)a] _ 2 2d’x +2ab+a’x —2ab

3a? 2vax +b T 3a2 2v/ax +b
z

"~ 3a?

2 3dz

T 3a22/az+b  azr +b
lo que prueba que la integral dada es correcta.

Problemas con valores iniciales

Como hemos visto anteriormente, hay infinitas “antiderivadas” o integrales indefinidas de una funcién

dada, esto es, funciones cuya derivada es la dada. Por ejemplo, la derivada de %xs +C es x* sea cual

sea la constante C. Las grificas de estas funciones son traslaciones unas de otras en la direccién del
eje ¥. Dado un punto arbitrario (&g, o), existe una y sélo una de esas curvas que pasa por (Zo, Yo)-

Ejemplo 10.6 .
Hallar todas las funciones F'(x) tales que

F'(z) = —(z - 1)? (n)
y dibujar algunas de sus gréficas en el plano xy. En particular, hallar la funcién cuya gréfica
pasa por el punto (xp, %) = (1,1).
Solucién: La ecuaci6n (1) implica que
Fz) = /—(m —de=-lz-1°+C

Todos los valores de C son posibles. La Figura 10.9 contiene algunas de las grificas. Para
hallar la curva que pasa por (1, 1) se resuelve la ecuacién F'(1) =1, 6

i1 -1*+C=1
La solucién es C' = 1, luego la funcién buscada es

F(z)=1-3(z—1)}

Se puede formular la tltima cuestién del Ejemplo 10.6 de la manera siguiente: hallar la iinica
funcién F(z) tal que F'(z) = —(x — 1)> y F(1) = 1. Se llama a esto un problema con valores
iniciales y a F'(1) = 1 se le llama una condicion inicial.

Ejemplo 10.7
El coste marginal de produccién de x unidades de un bien de consumo es de 1+ = + 3z? y los
costes fijos son 150. Hallar 1a funci6én de costes totales.

Solucion: Llamando ¢(z) a la funcién de costes totales tenemos
(1) d@)=1+z+32> y (2) c(0) =150
porque c(0) es el coste que se tiene aun cuando no se produzca nada. Integrando (1) se obtiene

c(m)=x+%x2+x3+C (3
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L~

-2
C:
-3
=-1
—4
C=-2

FIGURA10.9 F(x)= —i(x —1)®+C.

Haciendo £ = 0 en (3) se obtiene ¢(0) = C y asi C' = 150 por (2). Por tanto, la funcién de
costes totales que se busca es

c(z) =z + 32>+ 2° 4+ 150

Hasta ahora hemos usado siempre £ como variable de integracién. En economia, las variables
tienen a menudo otros nombres.

Ejemplo 10.8
Calcular las integrales indefinidas siguientes:
B
(a) pox dr m) /(a + bg + cq®) dq

Solucién: (a) Poniendo B/r** = Br~2% vemos que se puede aplicar la férmula (10.4), y
obtenemos

B . _ —25 5 _ 1 —2,541 __B s
/mdr—B/r dr_B*2’5+1r +C = 1’57' +C
(b) f(a+bg+cg®)dg=aqg+3bi*+3cg®+C

Problemas

1 Calcular las integrales siguientes usando (10.4):

(a) /:1:13d:1: (b) /zﬁdz © /%dm (d) /\/m\/:—z:/%dm

2 Calcular las integrales siguientes:

(a) /(t3+2t—3)dt (b) /(m—l)zdm © /(23—1)(:1:+2)d:1:
@ / (z+2)*dz (¢) / (¢ — & + %) da (f) / P-4,

T
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3 Calcular las integrales siguientes:

(a) /(y 2)2 _ (c) /z(l+z2)15d:c

Indzcaczén En (a), desarrollar (y —2)* y luego d.1v1d1r cada término por /7. En (b), efectuar la divisién
(larga) de polinomios. En (c), jcudl es la derivada de (1 + z°)'67)

4 (a) Probar que

/(az +b)Pdz =

1 +1
a(p+1)(az+b)” +C (a#0, p#-1)

(b) Calcular las integrales siguientes:
) /(2z+1)‘dm (ii) /\/.1:+2dw (iii) /\/4_1___$dz

2
/z\/aw +bdz = 1—5713(311.1: — 2b)(az + b)**+C

5 Probar que

6 Resolver los siguientes problemas con valores iniciales:
(a) Calcular F(z) si F'(z) = — 2z y F(0) = 1/2.
(b) Calcular F(z) si F/(z) = z(1 —z*) y F(1) = 5/12.

7 En la fabricacién de un producto, el coste marginal de producir  unidades es de ¢/{z) = 3z + 4. Si los
costes fijos son 40, hallar la funcién de costes totales ¢().

8 Hallar la forma general de una funcién f cuya derivada segunda es z°. Si ademds exigimos que f(0) = 1
y f(0) = —1, ;cudl seria f(z)?

9 (a) Supongamos que f”(r) = 2 para todo z y f(0) = 2, f'(0) = 1. Hallar primero f'(z) y luego
f(@).
(b) Andlogamente, supongamos que f"(x) = 1/z* +z* +2paraz > 0y f(1) =0, f'(1) = 1/4.
Hallar f(z).

10.3 LA INTEGRAL DEFINIDA

Sea f una funcién continua definida en el intervalo [a, b]. Supongamos que la funcién F' es continua
en [a, b] y con derivada F'(z) = f(z) para todo z € (a,b). La diferencia F'(b) — F(a) se llama la
integral definida de f en [a, b]. Como ya advertimos en la Secci6n 10.1, esta diferencia no depende
de qué integral indefinida F' elijamos entre las infinitas posibles. Por tanto, la integral definida
de f en [a,b] es un nimero que depende solamente de la funcién f y de los nimeros a y b. La
designamos por

/b f(z)dz (10.11)

Esta notacién explicita la funcién f(x) que se integra (llamada el integrando) y el intervalo de
integracién [a, b]. Los nimeros a y b se llaman, respectivamente, limite inferior de integracion y
limite superior de integracion. La letra x es una variable muda en el sentido de que la integral es
independiente de su nombre. Por ejemplo,

/abf(m)dm=/abf(y)dy=/abf(é)dﬁ
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b
En otros escritos de matematicas, la diferencia F'(b) — F'(a) se designa frecuentemente por F(x) | ,
a

b
o por [F(z)]8. Pero ‘ F(z) es-corriente también, y ésta es la notacién que vamos a usar. Asf:
a

Definicion de la integral definida

b

b
f,, f(@)dz =| F(z)=F(b)— F(a) (10.12)

donde F'(z) = f(z) para todo z € (a,b).

La definicién (10.12) no requiere que @ < b. Sin embargo, si @ > by f(z) es positiva en el

intervalo [b, a], entonces |, : f(z) dz es un nimero negativo.

Nétese que hemos introducido el concepto de integral definida sin darle necesariamente una
interpretacion geométrica. La razén es que se pueden dar interpretaciones diferentes dependiendo del
contexto. Por ejemplo, si f(r) es una funcién de densidad de la renta, entonces |, : f(r)dr esla
proporcién de personas con rentas entre a y b. (Véase la seccién siguiente).

Los resultados de los Ejemplos 10.1 y 10.2 se pueden escribir de la forma siguiente, con la
nueva notacién:

(3ez? + dx)

a
= (j¢b? + db) — (3ca® + da) = Lc(b* — a?) + d(b — a)
Aunque son semejantes las notaciones para integrales definidas e indefinidas se trata de conceptos

completamente diferentes. De hecho, [ : f(z)dz designa a un nimero, mientras que [ f(z)dzx
representa a una funcién cualquiera de las del conjunto infinito formado por las funciones cuya
derivada es f(z). La relacién entre ambas es que [ f(x)dr = F(z) + C en un intervalo [ siy

s6lo si f: f(z)dx = F(b) — F(a) paratodo a, b de I.

Propiedades de la integral definida

Se pueden deducir unas cuantas propiedades de la definicién (10.12) de integral definida. Si f es
una funcién continua en un intervalo que contiene a, b, ¢, entonces

ab f@)de = — ba f(@)de (10.13)
aa f(z)dz =0 (10.14)
[I ! af(z)dz = a ab f(©)dz  (« es un ntmero arbitrario) (10.15)
[l  fe) de = : £(z) de + cb (@) do (10.16)
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Todas estas reglas se deducen facilmente de (10.12). Por ejemplo, se puede probar (10.16) de la
forma siguiente. Sea F' continua en [a, b], y supongamos que F”(x) = f(z) para todo x del interior
de un intervalo lo suficientemente amplio para que incluya a a, b y c. Entonces

c b b
/a f(z)dz + / f(@)dz = [F(c) — F(a)] + [F(b) — F(c)] = F(b) — F(a) = / f(z)dz

Cuando se interpreta la integral definida como un 4rea, (10.16) refleja la propiedad de aditividad de
las dreas, como se ve en la Figura 10.10. Por supuesto, {10.16) se generaliza facilmente al caso de
una particién del intervalo [a, b] en un mimero finito arbitrario de subintervalos.

Yy
]

T

a c b

FIGURA 10.10 [ f(x) dx = [ #(x) dx + [ #(x) dx.

La propiedad del muiltiplo constante (10.8) y la de la suma (10.9) son vailidas también para
integrales definidas. En efecto, si f y g son continuas en [a,b] y si @ y B son nimeros reales,
entonces

b b b
[ laf@+bg@Ndz=a [ f@de+6[ gz - o)

La demostracién es sencilla. Sean F'(z) = f(z) y G'(z) = g(x) para todo = € (a,b). Entonces
[aF(z) + BG(z)]' = aF'(z) + BG!(z) = af () + Bg(<), y por tanto
A .
[aF(z) + BG(z)] = [aF(b)+ BG(b)] — [aF(a) + BG(a)]

= a[F(b) — F(a)] + B[G(b) — G(a)]
b b
= [a f(z)d + ﬂ/a g(x)dz

Evidentemente, la regla (10.17) se puede ampliar a mas de dos funciones.

b
/a [af (z) + Bg(x)] dz =

Observaciones importantes
De la definicién de integral indefinida se deduce que la derivada de la integral es igual al integrando:

Ed;ff(z) dz = f(x) (10.18)
También

/ Fl(z)dz = F(z) + C (10.19)
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Ademis, .
t .
| f@da=| F@)=Ft)-Fa
a a
Por tanto, derivando con respecto a ¢, tenemos que
d rt
G [ f@da =P = 1 (10.20)

En otras palabras: La derivada de la integral definida respecto al limite superior de integracion es igual
al integrando evaluado en ese limite.
De manera anéloga,

[ r@rda -

" Fl@) = Fa) - F(t)
t

luego d
E/t f@)dz = —F'(t) = —£(t) (10.21)

En otras palabras: La derivada de la integral definida respecto al limite inferior de integracion es igual
a menos el integrando evaluado en ese limite.

Se pueden generalizar los resultados (10.20) y (10.21). De hecho, si a(t) y b(t) son derivables
y f(z) es continua, entonces '

b(t)
<[ f@ e = 1060 ¥ - fa®)a (10.22)
a(t)
Para demostrar esta férmula, sea F’'(z) = f(z). Entonces [, f(z)dr = F(v) — F(u) luego, en
particular,
b(t)
[, f@de=FO@) ~ Fa®)
a

Derivando el miembro de la derecha de esta ecuacién respecto a ¢t por la regla de la cadena obtene-
mos F'(b(t))¥ (t) — F'(a(t))a’(t). Pero F'(b(t)) = f(b(t)) y F'(a(t)) = f(a(t)) luego de aquise
obtiene (10.22). (La férmula (10.22) es un caso particular de la férmula de Leibniz que se estudiari
en la Seccién 16.2.)

Las funciones continuas son integrables

Sea f(z) una funcién continua en [a, b]. Hemos definido | : f(x) dz como el nimero F(b) — F(a),
donde F(x) es una funcién cuya derivada es f(). En algunos casos podemos hallar una expresién
explicita de F(x). Por ejemplo, f; z° dz vale 1/6 porque la derivada de (1/6)z° es z°. Por otra
parte, dada la integral )
/ e % dz
0

(relacionada estrechamente con la “distribucién normal” de la estadistica), se puede demostrar que
no hay ninguna funcién estindar® cuya derivada sea e, No obstante, el integrando es una funcién
continua en [0, 2] y debe haber un 4rea bajo la gréfica entre 0 y 2.

De hecho se puede demostrar que toda funcién continua tiene una antiderivada:

2 Véase (11.4), Seccién 11.2 para otros ejemplos de “integrales irresolubles”.
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Teorema 10.1

Si f es una funcién continua ‘en [a, b], existe una funcién F'(x) derivable en [a,b] tal que
F'(x) = f(x) para todo z € (a, b).

Demostracion (en forma esquematica):

Sea = € (a,b). Subdividamos el intervalo [a, z] en n partes iguales; asi los puntos de la subdivisién son
a+(z—a)/n,a+2(x—a)/n, ..., a+(n—1)(& — a)/n. Para cada nimero natural 7, definamos la nueva
funcién F,, como una aproximacién a F' mediante la férmula

Fn(m)=‘£;—a [f(a)+f(a+m—_—a-)+f(a+2-——m;a)+...+f<a+(n_1)m;a)}

n

(Interpretar esta definicién de F},(z).) Definamos F'(z) = lim,,_, Fn(z). Es posible (pero no ficil) probar
que existe este limite para cada x € [a, b], que F' es continua en [a, b), y finalmente, que la derivada de F'(z)
en (a,b) es f(x).

La integral de Riemann

El tipo de integral que acabamos de estudiar, basada en la antiderivada, se llama la integral de Newton—Leibniz
(N—L). Los matemdticos estudian otros tipos de integrales. Todos ellos dan el mismo resultado que la integral
de (N—L) en el caso de funciones continuas. Damos un breve apunte de la llamada integral de Riemann.
La idea de la definicién estd estrechamente relacionada con el método de exhaucién que describimos en la
introduccion a este capitulo.

Sea f una funci6n acotada en el intervalo [a, b] y n un nimero natural. Subdividamos [a, b] en n partes
tomando puntos @ = 2y < ) < T3 < *++ < Tp-y < Ty = b. Pongamos Az; = z;; — 2, 1 =0, 1,

.., n — 1, y elijamos un niimero arbitrario &; en cada intervalo [x;, ;] (hacer una figura). La suma

F(&o)Axo + f(E)AT) + -+ + f(€n—1)ATn_

se llama una swma de Riemann asociada a la funcién f. Esta suma dependerd no sélo de f sino también de
la subdivisién y de la elecci6n de los £;. Supongamos que, cuando 7 tiende a infinito y, simultineamente,
el mayor de los nimeros Az, AZ,...,AZ,_; tiende a 0, existe el limite de la suma. Entonces f se llama
integrable Riemann o R—integrable en el intervalo [a, b] y se escribe

b n—1
[ 1@ dz =1im Y 5(e0

1=0

El valor de la integral es independiente de la eleccién de los ;. Se puede probar que toda funcién continua es
R-integrable y que la R—integral se calcula por la férmula (10.12) en este caso. Asi, la integral de (N—L) y la
R-integral coinciden para las funciones continuas.

Problemas

1 Calcular las integrales siguientes usando (10.12):

(a) /0 zdzx (b) /; 2z + 2?) dz (c) (32? - 12°) do

—2

2 Calcular las integrales siguientes:

. 2 . 2 s 1 3 1
(a) fo(t’—t)dt ) /1 (zf—t—z)dt © [ ({_—1+t> &
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3 Los beneficios de una empresa en funci6n de su produccién z (z > 0) son
3.000.000

f(z) =4.000 — z — -

(a) Calcular la produccién que maximiza los beneficios. Dibujar la gréfica de f.
(b) La produccién actual varia entre 1.000 y 3.000 unidades. Calcular los beneficios medios

1 3.000

4 Calcular las integrales siguientes:
@ [

3 -1 1
@ [EZw o [ ex © [ara @4 Lay
1 10 -3 0 -2 Yy
5 Calcular las derivadas siguientes usando (10.22) o cualquier otro método:
)d/‘zd b)d/3_'zzd ()d/t_zzd
— | z*dzx — | e — T
@ %/ ® %/ ’ @) C
’ 1/3
d f* d [ d [ 1
2| mzd el s H = =
(d) dt/\/; zdzx (e) dt/t./s z° dz ) dt/_t\/m‘*_ﬂdm
6 Calcular f: 2z*(2—z)? dz. Comprobar grosso-modo la respuesta dibujando la grifica de f(z) = 2z2(2—
z)* en [0,2).

7 Hallar el 4rea comprendida entre las pardbolas de ecuaciones ¥ + 1 = (x — 1)2 y 3z = 3. (Los puntos

de intersecci6n tienen coordenadas enteras.)

8 Calcular las integrales siguientes:

1 ¥ b d 1 g2
(a) /0(x+\/a_c+\‘/a_c)d:c (b) /1 (Ai:c+5) dr (o) /oiig;:— \l/x+1d$

Problemas avanzados
9 Una teoria de inversién usa la funcién W definida por
K T
W(T) = T / e Pdt (K y p constantes positivas)
0 -
para todo T > 0. Calcular la integral, probar después que W (T') toma valores en el intervalo (0, K) y
es estrictamente decreciente. :

10 (a) Probar que, si f es continua en [a, b], existe un nidmero z* € [a, b] tal que

b
f@) = 5= [ f@de

Esta expresi6n se llama el teorema del valor medio para integrales y f(z*) se llama el valor medio
de f en [a,b]. (Indicacién: Poner F(x) = f: f(t) dt y usar el Teorema 7.5 de la Secci6én 7.3.)
(b) Hallar el valor medio de f(z) = v/ en [0, 4] e ilustrar. L
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10.4 APLICACIONES ECONOMICAS DE LA INTEGRACION

¢,

Hemos motivado la integral definida como una herramienta para calcular el 4rea bajo una curva. Sin
embargo tiene otras interpretaciones importantes. Por ejemplo, también tenemos que recurrir a la
integral definida cuando queremos hallar el volumen de un sélido de revolucion o la longitud de una
curva. No pocos de los conceptos mas importantes de la estadistica se expresan mediante integrales
de distribuciones continuas de probabilidad. En esta seccién se dan algunos ejemplos que prueban
mds directamente la importancia de las integrales en economia.

Extraccion del petréleo de un pozo

Supongamos que en ¢l instante ¢ = 0 comenzamos a extraer petréleo de un pozo cuyas reservas se
calculan en K barriles. Definamos

z(t) = cantidad de petréleo en barriles que queda en el instante ¢

En particular, (0) = K. Si suponemos que no podemos rellenar el pozo, z(t) es una funcién
decreciente de t. La cantidad de petréleo extraida en el intervalo de tiempo [f,t + At] (donde
At > 0) es z(t) — z(t + At) . La cantidad extraida por unidad de tiempo es, por tanto,
z(t) — z(t + At) _ _z(t+ AL —2(8) )
At At
Si suponemos que z(t) es derivable, el limite de la fraccién (*) cuando Af tiende a cero es igual a
—&(t). Si u(t) designa la tasa de extraccién en el instante ¢, tenemos

z(t) = —u(t) con z(0)=K (10.23)

La solucién al problema con valores iniciales (10.23) es
t
z(t)=K — | u(r)dr (10.24)
0

En efecto, comprobamos (10.24) de la forma siguiente. Primeramente, al hacer ¢ = 0 obtenemos
z(0) = K. Ademads, derivando (10.24) con respecto a t segin la regla (10.20) de la Secci6én 10.3
obtenemos (t) = —u(t). El resultado (10.24) se puede interpretar asi: la cantidad de petréleo que
queda en el instante ¢ es igual a la cantidad inicial K menos el total que ha sido extraido durante el
periodo de tiempo [0, t], a saber fot u(r)dT.
Si la tasa de extraccién es constante, digamos u(t) = %, entonces (10.24) da
, -
ur =K —ut

t
x(t):K—/ udr = K —
0 0

En particular, el pozo se agotard cuando K — ut = 0, o sea cuando t = K/u. (Por supuesto,
podriamos haber hallado directamente la respuesta en el caso de tasa constante sin tener que recurrir
a la integracidn, pero no en otro caso.)

Este ejemplo sirve de ilustracién de dos conceptos cuya distincién es importante en varios razo-
namientos econémicos. La magnitud (t) es una reserva o un stock, medido en barriles. Por otra
parte, u(t) es un flujo, medido en barriles por unidad de tiempo.

Reserva de divisas de un pais

Supongamos que F'(t) designa las reservas de divisas de un pais en el instante {. Suponiendo que
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F es derivable, la tasa de variacién de estas reservas por unidad de tiempo es
ft)=F'(t) (10.25)

Si f(t) > 0, esto significa que hay un flujo neto de divisas que entran en el pafs en el instante t,
mientras que f(t) < O significa que salen divisas. Del concepto de integral definida se deduce que

t
F(ty) — Flty) = /t F(t)dt (10.26)

Esta expresién mide la variacion de las reservas en divisas en el intervalo de tiempo [fg,t;]. La
Figura 10.11 representa un ejemplo. Hay un flujo neto de entrada de divisas entre ¢y y t/, luego un
flujo neto de salida entre t' y t” y, finalmente, un flujo neto de entrada entre t” y t;. (Nétese que

t? f(t) dt no es igual al 4rea total limitada por la grafica, el eje  y las rectas t = ¢, yt = ¢; en
este caso. Véase el final de la Seccién 10.1.)

T

T
z = £

\ I
Nt’ t’/5
t ot

1

FIGURA 10.11 La tasa de variacion de las reservas de divisas.

Distribucién de la renta

En muchos paises las autoridades hacen piblicos datos anénimos sobre la renta de las personas
fisicas. Se pueden usar estos datos para poner de relieve algunas propiedades de la distribucién de
la renta en un afio dado, o bien como esta distribucién varia de afio en afio.

Medimos la renta en délares y designamos por F'(r) a la proporcién de individuos que ganan
no més de r déblares. Si la poblacién es de n individuos, nF'(r) es el nimero de individuos con
renta no superior a 7. Si 7 es la renta mds baja del grupo y r; la mds alta, nos interesa la funcién F°
en el intervalo [rg, r;]. Por definicién, F' no es continua y, por tanto, no derivable en [rp, 7] porque
r toma sélo valores que son miltiplos de 0,01$ y F'(7) tiene que ser miiltiplo de 1/n. Sin embargo,
si la poblacién es muy grande, es posible normalmente “suavizar” la funcién (es decir, sustituirla
por otra funcién derivable casi idéntica a ella), lo que da una buena aproximaci6n de la verdadera
distribuci6én de renta. Supongamos, por tanto, que F' es una funcién con derivada continua f, esto
es '

f(r)=F'(r) (paratodor € (rg,71))

Por la definicién de derivada tenemos que
f(r)Ar = F(r + Ar) — F(r)

para todo Ar suficientemente pequefio. Asi, f(r)Ar es aproximadamente igual a la proporcién de
individuos que ganan entre 7 y T + Ar. La funcién f se llama la funcién de densidad de la renta
y F' se llama la funcién de distribuciéon acumulada o, simplemente, la funcién de distribucién®

3 El lector que sepa estadistica elemental verd la analogia con las funciones de densidad de la probabilidad y con las
funciones de distribucién (acumuladas).
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asociada a f.

Supongamos que f es una funcién de densidad continua de la renta de una cierta poblacién con
rentas en el intervalo [rg,71). Siry < a < b < 7, la discusién previa y la nocién de integral
definida implican que |, : f(r)dr es la proporcién de individuos con rentas en [a, b]. Asi,

b
n / f(r)dr = el nimero de individuos con rentas en el intervalo [a, ] (10.27)
a

Vamos a hallar expresiones relativas a la renta de los que ganan entre a y b délares. Designemos
por M (r) la renta total de aquéllos que ganan no més de r délares y consideremos el intervalo de
renta {1, + Ar]. Hay aproximadamente n f(r)Ar individuos con rentas en ese intervalo. Cada
uno de ellos tiene una renta aproximadamente igual a 7, luego la renta total de esos individuos,
M(r + Ar) — M(r), es aproximadamente igual a nrf(r) Ar. Asi tenemos

M(r + Ar) — M(r)
Ar .

La aproximacién mejora (en general) cuando Ar disminuye. Tomando limites cuando Ar — 0
obtenemos M'(r) = nrf(r), luego n f: rf(r)dr = M (b) — M(a). Por tanto,

=~ nrf(r)

b
n / rf(r)ydr = la renta total de los individuos con rentas en el intervalo [a, b] (10.28)
a

Se puede refinar el razonamiento que conduce a (10.28): M(r + Ar) — M(r) es la renta total de los que
tienen su renta en el intervalo {7, 7 + Ar], con Ar > 0. En este intervalo de renta hay n[F'(r + Ar) — F(r)]
individuos, cada uno de los cuales gana a lo mis 7 + Ar y como minimo 7. Asi,

nr[F(r + Ar) — F(r)] < M(r + Ar) — M(r) < n(r + Ar)[F(r + Ar) — F(r)] (1)

Si Ar > 0, dividiendo por Ar obtenemos
F(r+Ar)—F(r)<M(T+A7‘)—M(r) F(r+Ar)— F(r) )
nr Ar - Ar Ar @

(Si Ar < 0, las desigualdades de (1) no cambian de sentido mientras que las de (2) se invierten.) Cuando
Ar — 0 obtenemos nrF'(r) < M'(r) < nrF'(r), luego

M'(r)y=nrF'(r) = nrf(r) (3)

< n(r + Ar)

La razén entre la renta total y el nimero de individuos que pertenecen a un cierto intervalo [a, b|
de renta se llama la renta media de los individuos en ese intervalo de renta. Tenemos, por tanto,

f:rf(r)dr

= =&———— = ]a renta media de los individuos con rentas en el intervalo [a, b] (10.29)

m =
f:f(r)dr
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Una funcién de densidad de la renta que aproxima bastante bien las distribuciones reales de
renta, especialmente para rentas grandes, es la que determina la distribucion de Pareto. En este
caso, la proporcion de individuos que gana como mucho r délares viene dada por

f(ry=Br (10.30)

donde B y 3 son constantes positivas. Las estimaciones empiricas de (3 estdn usualmente en el
intervalo 2,4 < 8 < 2,6. Para valores de r cercanos a 0, la férmula no sirve para nada cuando

B > 1, porque f: f(r)dr = oo cuando r — 0 (véase Seccién 11.3.)

Ejemplo 10.9
En una poblacién con rentas entre a y b, supongamos que la distribuci6n de la renta viene dada
por la funcién de densidad :

f(r) = Br=% (B es una constante positiva) (1)

Determinese la renta media de este grupo.
Solucién: Se tiene que
b , b
/ frydr = / Br*dr=B
a a
También '

b b
/ rf(rydr = / rBr % dr =B
a

a

b
(-%r—l,S) — %B(a—l,s _ b—1,5)

a

b b
r~Sdr = 2B

a

,’.—0,5 =2B (a—O,S . b—O,S)

a

Por tanto, la renta media del grupo es
2B (a—o,s _ b—o,5) a5 — p=05
= = 3
(2/3)B(a_115’ - b—l,S) a5 — 15

m

(2)

Supongamos que b es muy grande. Entonces b=%° y b1 estdn préximos a 0, y asf (2) implica
que m = 3a. La renta media de los que ganan al menos a es, por tanto, aproximadamente 3a.

La influencia de la distribucion de la renta en la demanda

Supongamos que se oferta a los individuos de una poblacién un bien cuya demanda depende sola-
mente del precio p y de la renta r de cada individuo. Sea D(p, r) una funcién continua que designa
al nimero de unidades demandadas por un individuo con renta r cuando el precio unitario es p. Si
las rentas del grupo oscilan entre @ y b y la distribucién de la renta viene dada por la funcién de
densidad f(r), jcudl es la demanda total del bien cuando su precio es p?

Supongamos fijado el precio p y designemos por T(r) a la demanda total del bien de todos
los individuos que ganan a lo méds r. Consideremos el intervalo de renta [r,” + Ar]. Hay apro- .
ximadamente 7 f(r) Ar individuos cuyas rentas estdn en ese intervalo. Como cada uno de ellos
demanda aproximadamente D{(p,r) unidades del bien, la demanda total de esos individuos serd
aproximadamente de nD(p, r)f(r)Ar. Por otra parte, la demanda total verdadera de los indivi-
duos con rentas en el intervalo [r,r + Ar| viene dada por T'(r + Ar) — T'(r). Asi debemos tener
T(r+ Ar) —T(r) = nD(p,r)f(r) Ar y, por tanto,

-T
A2 =20 & b, ()
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La aproximacién mejora (en general) cuando Ar disminuye y, tomando limite cuando Ar — 0,
obtenemos T (r) = nD(p, ) f(r). Se tiene que T'(b)—T(a) =n f: D(p,r)f(r)dr por definicién
de integral definida. Pero T'(b) — T'(a) es la medida que buscdbamos de la demanda total del bien
por todos los individuos del grupo. Dependera, naturalmente, del precio p. Asi la designamos por
z(p) y tenemos

z(p) = /ab nD(p,r)f(r)dr (demanda total) (10.31)

Ejemplo 10.10
Supongamos que la distribucién de la renta es la del Ejemplo 10.9 y sea D(p,7) = Ap~15r2%,
(Esta funcién describe la demanda de leche en Noruega durante el periodo 1925-1935. Véase
Ejemplo 15.2.) Calcilese la demanda total.

Solucién: Usando (10.31) se tiene

b b
z(p) = / nAp 1P r2® B33 dr = nABp_l’S/ 042 dp
a

a

Por tanto,

b
1 : TlAB
0,58 p 1,5 (l 0,58

z(p) = nABp~ '’ =
o« 0,58 0,58

ao,ss)

Valor actual descontado de una linea continua
futura de renta

En la Seccién 6.6 estudiamos el valor actual de una serie de futuros pagos que habra que hacer en
unos momentos especificos. A menudo es mds natural considerar el problema desde el punto de
vista de los ingresos, suponiendo que éstos crecen de forma continua. Este es un aspecto distinto y
complementario del anterior.

Supongamos que se va a recibir continuamente una renta desde un tiempo t = 0 a uno t =
T a la tasa de f(t) délares por afio en el instante {. Supongamos que el interés se compone
continuamente a la tasa 7.

Designemos por P(t) al valor actual descontado de la linea de renta en el intervalo [0, t]. Esto
quiere decir que P(t) representa la suma de dinero que hay que depositar en el instante ¢ = 0
para igualar el resultado de depositar continuamente la linea de renta f(t) en el intervalo de tiempo
[0, 7).

Si dt es cualquier nimero, el valor actual descontado de la renta percibida en el intervalo [t,t+
dt] es P(t + dt) — P(t). Si dt es pequeiio, la renta percibida en ese intervalo es aproximadamente
f(t)dt, y el valor actual descontado de esta cantidad es aproximadamente f(t)e~" dt.

Asi, P(t +dt) — P(t) = f(t)e~"t dt y por tanto

Pt+dt)y—Pt) .. _,
22~ f(te

Esta aproximacién mejora mds cuanto menor es dt y, en el limite cuando dt — 0, tenemos
P'(t) = f(t)e ™

Por definicién de integral definida, P(T) — P(0) = fOT f(t)e "t dt. Como P(0) = 0, tenemos lo
siguiente: :
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El valor actual descontado (VAD) (a tiempo 0) de una linea continua de renta a la tasa de
f(t) délares anuales en el intervalo de tiempo [0, 7], a interés continuo de tasa r, viene dado

por (10.32)

VAD = / ! ft)e ™ dt
0

La ecuacién (10.32) da el valor en el instante O de la linea de renta f(t) percibida en el intervalo
de tiempo [0, T']. El valor de esta cantidad, en el instante 7", con interés compuesto continuamente a

la tasa 7, es et fOT ft)e "t dt. Como €T es una constante, podemos escribir la integral anterior
en la forma fOT f(t)erT=t) dt. Se llama a esto el valor futuro descontado de la linea de renta:

El valor futuro descontado (VFD) (al tiempo 7T') de una linea continua de renta a la tasa de
f(t) délares anuales en el intervalo de tiempo [0, 1], a interés continuo de tasa r, viene dado

por (10.33)

T
VFD = / f)er T dt
0

Una modificacién fdcil de (10.32) nos dara el valor descontado en el instante s € [0,7] de
una linea de renta f(t) percibida durante el intervalo de tiempo [s,T]. En efecto, el valor descon-
tado en el instante s de la renta f(t) percibida en el pequefio intervalo de tiempo [t,t + dt] es
f(t)e™"®=3) dt. Asi tenemos lo siguiente:

El valor descontado (VD) en el instante s de una linea continua de renta a la tasa de f(t)
délares anuales en el intervalo de tiempo (s, 7], a interés continuo de tasa 7, viene dado por
(10.34)

T
VD = / ft)e Tt dt
t=s

Ejemplo 10.11

Hallar el VAD y el VFD de una linea constante de renta de 1.000 délares anuales en los proxi-
mos 10 afios, a una tasa de interés continuo del 7 = 8% = 0,08 anual.

Solucién:
1

10
VAD = / 1.000e %% gt —
0

0,08 0,08

0 —0,08¢
e 1.000
1.000 (— ) = (1 — e %) =~ 6.883,39
0

VFD = e%%19yAD ~ %2 . 6.883,39 ~ 15.319,27
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Problemas

1 Supongamos que la tasa de extraccién u(t) de un pozo petrolifero decrece exponencialmente con el tiempo,
es decir u(t) = e~ %, donde a es una constante positiva. Dada la reserva inicial £(0) = o, hallar la
expresién z(t) de la cantidad de petréleo que queda en el instante £. Hallar la condicién para que el pozo
no se agote.

2 (a) Seguir el modelo del Ejemplo 10.9 y hallar la renta media 1 en el intervalo [b, 2b] cuando f(r) =
Br—2,
(b) Supongamos que la funcién de demanda individual es D(p,r) = Ap”r® con A > 0,7 < 0,8 >0,
& # 1. Calcular la demanda total z(p) usando la férmula (10.31), suponiendo que hay 7 individuos
en la poblacién.

3 Supongamos que K (t) designa el stock de capital de una economia en el instante ¢. Se define la inversién
neta en el instante £, y se designa por I(t), como la tasa de crecimiento K (¢) de K(?).
(a) SilI(t) =3t2+2t+5 (t > 0), ;cudl es el aumento total del stock de capital en el intervalo de t = 0
at=>5?

(b) Si K(¢y) = Ko, hallar la expresi6n del aumento total del stock de capital entre el instante £ = ¢,
y t = T cuando la funcién de inversién I(t) es la de la parte (a).

4 Hallar los valores actual y futuro de una linea constante de renta de 500 d6lares anuales para los pr6ximos
15 afios, a una tasa de interés continuo del r = 6% = 0,06 anual.

5 (a) Hallar valor actual descontado (VAD) de una linea constante de renta de a délares anuales en los
préximos 1" afios, a una tasa de interés continuo del 7 anual.

(b) (Cual es el limite del VAD cuando T' — 0o? Comparar este resultado con (6.22) de la Seccién 6.6.
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Otros temas de integracion

El verdadero matemdtico
no es un malabarista de los niimeros,

sino de los conceptos.
—1. Stewart (1975)

En este capitulo se continda el estudio de la integracién que comenzamos en el Capitulo 10. En
particular, se dan algunos métodos de integracién que se usan a menudo en economia y, mucho mas
frecuentemente, en estadistica. Concretamente estudiamos la integracion por partes y por sustitucién,
integrales de funciones discontinuas e integrales en intervalos infinitos. En la tltima parte de este
capitulo tratamos las curvas de Lorenz, que pueden ser una forma iitil de visualizar distribuciones de
renta y algunas de sus propiedades.

11.1 INTEGRACION POR PARTES

Necesitamos calcular a menudo integrales como [ 72€?® dzx cuyo integrando es un produéto de dos
funciones. Sabemos que la derivada de %:1:3 es 2 y que la de %622 es €**, pero la derivada de

(§m3)( %ez’”) ciertamente no es z%¢%®. En general, la integral de un producto no es el producto de
las integrales porque la derivada de un producto no es el producto de las derivadas.

La regla de derivacién de un producto de funciones nos permite deducir una regla importante y
util para integrar productos. Como

(f@)g9(@) = f'(2)g9(2) + f(2)d' (<) (*)
tomando la integral indefinida de cada miembro y usando la regla para integrar una suma, obtenemos
f@9@ = [ F@g@ do+ [ fa)g'(c)do

donde las constantes de integracién estdn implicitas en las integrales indefinidas del miembro de la
derecha de esta ecuacién. Reordenando esta iltima ecuacion tenemos:

279
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Formula de integracion por partes

: (11.1)
/ f(@)g'(@) do = f(a)g(@) ~ [ F'(@)g(a)do

A primera vista, esta férmula no parece muy util. Sin embargo, los ejemplos que damos a continua-
cién demuestran lo erréneo de esta impresion, una vez que se aprende a usarla propiamente.

Supongamos que se nos pide integrar una funcién H{z) que se puede escribir en la forma
f(z)g'(z). Usando (11.1) se puede transformar el problema en el de integrar f'(z)g(z).

Normalmente se puede escribir una funcién H () de varias formas diferentes como f(z)g'(z).
Lo interesante est4, entonces, en elegir f y g de tal manera que calcular [ f/(z)g(z)dx sea mis
facil que calcular [ f(x)g'(z)dz. A veces funciona el método, no dando una integral mas sencilla,
sino una semejante. Véase Ejemplo 11.2(a).

Ejemplo 11.1
Usar integracién por partes para calcular [ ze® dz.

Solucién: Para usar (11.1) debemos escribir el integrando en la forma f(z)g'(x). Pongamos
f(z) =z y g(x) = €®. Entonces f(z)g'(z) = ze® y asi

/x-exdxz:v-ez—fl -ezd:vz:vez—/ezdxzxex—ez+c
o o N
flz) ¢'(z) flz) glx)  flz) glz)

La derivada de ze® — e” + C es €® + xe® — e* = xe®, luego hemos calculado correctamente
la integral.

La eleccién adecuada de f y ¢ nos ha permitido calcular la integral. Veamos lo que ocurre
si ponemos f(z) = e® y g(x) = ;x*. De nuevo f(z)g'(z) = e“x = ze® y, por (11.1):

/e‘” .z dz = €° -%x2—/e‘” -%dex
I 4 + 1 + 1
f@) ¢'(x) flz) glx) flz) gz

En este caso, la integral de la derecha es mds complicada que la original. De esta forma, la
segunda eleccién de f y g no simplifica la integral.

Este ejemplo nos demuestra que hay que poner mucho cuidado en descomponer el integrando.
La intuicién que nos llevara a una buena eleccién, si la hay, vendrd sélo con la practica. Es frecuente
que ‘integradores” experimentados tengan que recurrir al método de prueba y error.

Ejemplo 11.2
Calcular las integrales siguientes:

(a) Iz/llnxd:v ) J:/e”a;"’d:v
T

3
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Solucion: (a) El elegir f(z) = 1/z y ¢'(z) = Inz no funciona bien porque es dificil hallar
g(z). El elegir f(z) = lna: y g( = 1/z funciona mejor:

I = / lna:da: /lna:—da:—}na:lna: / 1na:da‘,

(A 1 Ll
f(@) g (=) f@) g f@)g)

En este caso, la dltima integral es exactamente la misma I del principio. Por tanto, de [ =
(In )2~ I deducimos que I = (ln z)2. Sumando una constante arbitraria tenémos queé

lingdr=1 2y C
/a: zdz 2(lna:)+

(b) Comenzamos razonando informalmente como sigue. La derivacién hace z* més sencilla

reduciendo el exponente de la derivada 32 desde 3 a 2. Por otra parte, €% es casi igualmente
sencillo, tanto si la derivamos como si la integramos. Elegimos, por tanto, f () =2y g'(z) =

% de tal forma que derivamos f e integramos g’. Esto da f'(z) = 3z y g(z) = 1 e?*. Por
tanto,

J= /3:362"' dz = z*(1e*) — / (3z%) (1) dz = 1x3e® — %/zzezz dz (1)

La ultima integral es mas sencilla que la primera porque z tiene un exponente mas bajo. Inte-
grando otra vez por partes obtenemos

/wzeza’ dz = z* (1) — / (2z) (3€*) dz = ;wze” - /a:ez"”' dz (2)
Integrando por partes una tercera y ultima vez obtenemos
/wezz dz = z(3e*®) — / 1% dr = Jxe® — ¥ + C (3)

Llevando sucesivamente los resultados de (3) y (2) a (1) obtenemos (con 3C/2 = ¢):
_ 1,328 3,225 3,20 _ 3.2
J = jx7e*® — Jx%e® + Jxe” — e + ¢
Es una buena idea comprobar el resultado demostrando que dJ/dz = z3e?*

Existe el resultado correspondiente para integrales definidas. De la definicién de integral defi-
nida y de (*) (la regla del producto para la derivacién), obtenemos

b b d b
[ @) + @ @) de = [ L 1f@e@) dz =| f@)(z)

lo que implica que

b b
LfmﬂwM= —Lf%mmw | (1.2

Ejemplo 11.3

Calcular [ z+/1+ x dz.
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Solucién: Hay que escribir el integrando en la forma f(z)g’(z). Si ponemos f(z) =

Ty

gd@) = Vi+z = (1 + 2)"/2, jcudl es g? Después de reflexionar un poco vemos que

podemos tomar g(r) = %(1 + m)3/ 2, Entonces (11.2) da

3 3
/,m\/1+mdm= T
0 0

_3.2.432_2
_3.5.4/ -2

3
31+ 2)? - /rrl 21+ 2)¥ds

3
. 2(1 +z)*?

=16- 22 -1)=16— % .31=71

De otra forma: podriamos haber calculado la integral indefinida de z+/1 + = primero y luego
la definida usando la definicién (10.12). La Figura 11.1 muestra el 4rea bajo la grifica de y =
z4/1 + z en el intervalo [0, 3] y el lector deberia preguntarse si 7% es una estimacién razonable del

drea A.

1 y=zv1+z

1 2 3 4 5
FIGURA 11.1

Problemas

1 Usar la integracién por partes para calcular las siguientes integrales:

(a) /ze‘“’ dz (b) /316‘“’ dz (c)v /(1 +z¥)e *dz (d) /zln:cd:c

2 Calcular las integrales siguientes: (a) fil zln(z +2)dx (b) f02 z2%dz (c) fol z?e® dr

3 Usar el hecho de que f(z) = 1 - f(x) para demostrar que
/f )—/zf'(z)dw
Aplicar esta férmula al caso de f(x) = Inz.

4 Supongamos que p(ty) = p(t;) = 0. Probar que, bajo hipé6tesis adecuadas sobre F' y i,

/lF(t)p(t) dt = —/IF(t)u(t) dt

to to

(Recuérdese que los puntos significan derivacién con respecto a t.)
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5 Probar que

» _,L.p+l Pt
| zPInzdz = Inz — +C -1
/ : pt1 (p+1)? (b#-1)

6 Bajo hipétesis adecuadas sobre las funciones, probar que si U(C (0)')>= 0, entonces

0

T 1 T ‘
/ U(C®)e ™ dt = - ( / U'(C(1)C (e~ dt — U(C(T))e"T)

Problemas avanzados

7 Calcular la integral siguiente cuando vy > c:

T = k/ i@ —u)"du
0

11.2 INTEGRACION POR SUSTITUCION

Vamos a ver en esta seccién que la regla de la cadena para la derivacién da lugar a un método
importante para calcular muchas integrales complicadas. Comenzamos con un ejemplo sencillo,

/ (x* +10)°°2z dz (1)

S

Una forma de integrar esto seria escribir los 51 términos del desarrollo de (z? + 10)° y luego
integrar término a término. Pero esto seria enormemente farragoso.! En lugar de esto, consideramos
a 2 + 10 como una nueva variable. Pensamos que el simbolo dz de (1) designa la diferencial de =
y razonamos asi: poniendo u = z? + 10, es du = 2z dz, y sustituyendo en (1) obtenemos

- / u du

Esta integral es facil: [ 4’ du = %u” + C. Como u = z2 + 10, parece que debe ser
/ (2® + 10/ 2z dz = L(z? + 10" + C @

Calculando la derivada de %(:1:2 + 10)*! 4+ C por la regla de la cadena obtenemos (z2 + 10)%°2z,
luego el resultado en (2) queda confirmado.
Vamos a aplicar este método a otro ejemplo, a saber

e®dz
= (3)
vVi+e
Esta vez definimos © = 1 + ¢® como una variable nueva. Entonces du = e® dx y asi la integral se
reduce a d
: U
—_— = / w3 dy
7l

1 se puede desarrollar la expméiéﬂ (mz + 10)50 por la férmula del binomio de Newton, (7.16) Secci6n 7.4.
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Esta integral es igual a u2/ 34+ C. Como u = 1 + €%, parece que debe ser
gr g

eTdzx 3
JSite

Usando otra vez la regla de la cadena podemos confirmar rdpidamente que (4) es correcta porque la

derivada de 3(1 4 €%)%/3 es (1+€%)7/3¢® = €% /y/T1 + €. (De hecho la sustitucién u = /1 + €
funciona axin meJor)

En los dos ejemplos el integrando se ha escrito en la forma f(u)u’, donde u = g(:c). (En (1)

Sty C 4)

se pone f(u) = u®y u = g(z) = 22 + 10. En (3) se pone f(u) = 1/Juyu=g(z) =1 +€%)
Apliquemos el mismo método a la integral mas general
[ fs(@)g @) do )
Si hacemos u = g(z), entonces du = ¢'(z) dz y asi (5) se reduce a
[ fwdu

Supongamos que podemos hallar una antiderivada F'(u) tal que F’(u) = f(u). Entonces

/f(u) du = F(u) +C
lo que implica que

[ 1(9@) ¢ ) do = F(g(a) + € ©

(Produce este método puramente formal el resultado correcto siempre que se aplica?
Para cercioramos de que sf, usamos la regla de la cadena para derivar F'(g(z)) + C' respecto a

z. La derivada es F'(g(x))g'(z), que es 1gua1 a f( (z))g'(z), lo que confirma (6). Enmarcamos
este resultado para futuras referencias:

Integracién por sustitucion
[ fe@)g@do= [ fwdu  (w=g(a)

Nota: Las hipétesis para que esta férmula sea valida son las siguientes: ges continuamente derivable
y f(u) es continua para todo u perteneciente al rango de g.

(11.3)

Es muy fécil integrar por sustitucién cuando el integrando es de la forma f(g(z))g’(z) como
en los ejemplos anteriores. A veces necesitamos hacer algunos ajustes para conseguir esa forma.

Ejemplo 11.4
Calcular

/83: (3z° — 1) dz



Sec. 11.2/ Integracion por sustitucion ~ 285

Solucién: Escribimos u = 3z° — 1. Entonces du = 9z%dz y asi 8z%dz = (8/9)9z%dx =
(8/9) du. Por tanto,

/8m2(3m3 1) dy = (8/9)/u16 du = (8/9)- (1/17u"" + C
= (8/153)3z* — 1) + C

Se sugiere al lector que compruebe si ha entendido el método haciendo los Problemas 1 y2
ahora.

Casos mas complicados

Los ejemplos de integracién por sustitucién que hemos estudiado eran sencillos. Lo interesante de
este método de integracién es aplicarlo a casos en los que es dificil ver c6mo se puede expresar el
integrando en la forma f(g(z))g'(z).

Ejemplo 11.5

Calcular la integral X~ | dx
T — /’/:/
/ \/_da: (z > 0) X4 at
z+T
Solucién: Como \/x aparece en el numerador y en el denominador, puede ser una buena idea
tratar de simplificar la integral sustituyendo u = \/z = g(z). Entonces du = ¢'(z)dr =

dz /2\/z. Esta Gltima expresién no aparece en la integral dada. Sin embargo, podemos olve,&i W’
tar este problema multiplicando el integrando por 2\/_ z/2:/z, 1o que da (_\)’\ i
. (A
z+ \/— T+ ‘/— \/—
Si sustituimos 1/ por u (luego z por u?) y dz / 24/z por du, la integral queda C w
’ 2 —_ ’U,2 —_ . 2 )
/u 2udu—2/ uduzz/(u— + - )du
ul 4+ u u+1 o a4 1
=y’ —4u+4lnfu+1|+C ‘

Hemos efectuado la divisién (u®> — u) + (u + 1) para poder escribir la segunda igualdad.
Sustituyendo u por \/5 produce el resultado

z;g m—m—4\/—+4ln(\/_+)

Obsérvese que el artificio que hemos usado en (*) es innecesario. Si u = /z, entonces T = u
y dx = 2u du, luego obtenemos inmediatamente

2 2
T — u?—u _ u—u
\/_ 2udu=2/ du
m+\/_ u? +u u+1

El dltimo método del Ejemplo anterior es el que se usa més frecuentemente. Lo resumimos en

2

el recuadro de la pagina siguiente.

Es crucial en el paso 3 de este procedimiento que, después de sust1tu1r nos quede una funcién

para integrar que s6lo contenga u y du, y ninguna x. El error mds comiin que se comete al inte-
grar por sustitucién es reemplazar do por du, en vez de usar la férmula du = g'(z)dz. Si una
sustitucién concreta no funciona, se puede ensayar con otra. :
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Método para hallar una integral complicada [ G(z) dz:
1. Elegir una “parte” de G(z) y nombrarla como una nueva variable, u = g(z).
2. Calcular du = ¢'(z) dz.

3. Usando la sustitucién u = g(z), du = g'(z) dz, transformar Esi es posible) [ G(z)dz
en una integral de la forma [ f(u) du. :

4. Hallar (si es posible) [ f(u)du = F(u) + C.
5. Sustituir u por g(z). La respuesta final es

/G(:c) dz = F(g(z)) + C

Nota: Existe siempre la posibilidad de que no funcione ninguna sustitucién porque la integral
sea “irresoluble” (quizis algunos estudiantes suponen demasiado rdpidamente que éste es el caso).
Damos a continuacién algunas integrales comunes que son realmente imposibles de calcular, excepto
mediante la introduccién de funciones especiales:

/emzdz /e—mzdz /gid:c /Ld:c /——E——dz | (11.4)
’ ) z ’ Inz ) /———24+1 ’ .

Ejemplo 11.6
Calcular las integrales siguientes:

1
(@) /9:3\/1+:vzdz (®) /z3\/1+zzdz
0

Solucion: (a) Seguimos los pasos 1 a 5:

1. Tomamos una “parte” de z°+v/1 + z? como una nueva variable. Probemos con u =
V1422

2. De u = v/1+ 22 deducimos u?> = 1 + z? y asi 2udu = 2z dz, luego udu = zdz.
(Nétese que esto es mds fécil que diferenciar u directamente).

3. /:03\/14-22'32:/22\/1-4-22u:::d:l::/(uz—l)u-udu

:/(u4—u2)du
4 . /(u4—u2)du=§u5—%u3+0
5. /zsv1+22d:c= (\/1-{-1:2)5—%(\/1-1-:1:2)3-1-0

(b) Usando el resultado de la parte (a),

/Olmsmdzzi [LWiFEY - 1(ViTa)] = 32+ D)

1
0

W)=
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Nota 1: Probar que la sustitucién v = 1 + z? también funciona en este ejemplo.

Nota 2: Se puede pensar que una integral como | z24/1 + 22 dz debe ser atin més facil de calcular
que la del Ejemplo 11.6. Sin embargo la sustitucién © = /1 + 2 nos lleva a la integral [ zuldu =
[ EvVu? — 1u? du, que casi igual que la primera. (Para calcular esta integral hay que hacer una
sustitucién rara. La sustitucién que se indica en el Problema 11 funciona).

Se puede calcular la integral definida del ejemplo anterior “trasladando los limites de integracién

a la nueva variable”. Hemos efectuado la sustitucién © = v/1 + z2. Cuando = varfade 0 a 1, u
varia de 1 to \/5, y asi se tiene:

1, vz
/ m3\/1+m2dm=/ (u* — u?)du =
0 1 1

Este método de trasladar los limites de integracién funciona en general. Bajo las mismas hipétesis
que en la férmula de (11.3) obtenemos

‘W32 .
(3v° —3v’) = Z(V2+1)

b ®) \
/a f(g(z))g'(z) dz = / fa) flwydu  (u=g(z)) (11.5)

g

La razén es sencilla. Si F'(u) = f(u), entonces

b b g(b)
[ #6@)g @z =| Flota) = Flow) ~Flo(@) = [ fwdu
a a gla
Problemas
1 Hallar las siguientes integrales usando (11.3):
» 8 . 10 2z — 1
(a) /(1: +1)°2zxdzx (b) /(.7:+2) dz (c) /—_—zz—z+8dz
2 Calcular las integrales siguientes mediante una sustitucién adecuada: |
(a) /.7:(212 +3)°dz (b) /a:26$3+2 dz (c) /M dz
2z + 4
3 s ;
(d) /:L'\/1+.z'dx (e) /mdx (f) /:c V4 —z3dz

3 Calcular las integrales siguientes:

1 e lny 3 1
(a) / zvV1+ ztde (b) / —dy () / -—262/$ dz
0 1 Y 1 T
4 Resolver la ecuacién en z siguiente:

T2-2. )
/3 t2_2tdt=1n(5a:—l)

5 Calcular las integrales siguientes:
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1 495 12 Inz 4__d;;,-__
(a) /;(z )z’ —1)“dz (b) \/_d:c (c) /(; m

6 Demostrar que

| S etnadt = S(att) - S(ata)

7 (a) Demostrar que, si @ # b, paratodo  # a, z # b, es

cr+d 1 ac+d be+d
(x—a)z—b) a-—b

(b) Usar la igualdad de la parte (a) para calcular:

r—a z—b

N [t zde P 2243
e R e o T
8 Probar que si f es continua en el intervalo [a, b] y A es una constante 5 0, entonces
b b+ b 1 Ab T
@ [ f@dz= [ fa-yd ® [ t@d=y [ 1(5)d
a , a+A a da

Problemas avanzados

9 En un modelo de estabilizacién macroeconémica 6ptima, A. J. Preston considera la inversién I como una
funcién del tiempo dada por la integral

t A1 — DebT)
1= [ Al )y
/0 1+ CDefr 7

Todas las constantes son positivas. Hallar I usando la sustitucién £ = CDePT y la igualdad del Pro-

blema 7(a).
/2
I':/__l —.’1:1/3 dzx

(Indicacién: {C6mo se pueden eliminar los exponentes fraccionarios de x'/2 y !/ simultdneamente con
una sola sustitucién?)

10 Calcular la siguiente integral:

11 A veces se usa la férmula (11. 3) de cambio de variable de forma contraria, en el sentido- siguiente: Para
caleular [ f(z)dz hacemos ¢ = g(t), dz = ¢'(t)dt, y tratamos de calcular la nueva integral en t.
Luego usamos la sustitucién ¢ = g~ !(z) para obtener la respuesta en funcién de z. (Esto requiere que g
tenga inversa.) Aplicar este método a

(a) /\/—?%:1 (b) /x/a??‘ldz

(Indicacién: Efectuar la sustitucion £ = %(et — e~ ). Puede parecer extrafia pero funciona. (Se necesitan
las soluciones del Problema 6, Seccién 8.1 y del Problema 23, Seccién 8.2.).)

11.3 EXTENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL

En esta seccién extendemos el concepto de integral en varias direcciones. Una vez mas estas exten-
siones son ttiles en economia y/o estadistica.
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Integrales de ciertas funciones discontinuas

Hasta ahora s6lo hemos integrado funciones continuas. Es util extender la definicién a ciertas fun-
ciones discontinuas. Una funcién f se llama continua a trozos en el intervalo de a a b si tiene a lo
mas un numero finito de puntos de discontinuidad en el intervalo, con limites laterales a ambos lados
de cada punto de discontinuidad.

La Figura 11.2 muestra una grafica tipica de una funcién continua a trozos, donde los puntos de
discontinuidad estdn en £ = ¢ y £ = d. Supongamos que sustituimos f(z) en [a, ] por la funcién
continua f; () que coincide con f(x) sobre [a,c) y su valoren z = ¢ es fl( ) = lim,_,.~ f(z).
Entonces [ fi(z)dz estd bien definida y es razonable definir [ f(x = f; fi(z) dz. Por

un artificio semejante definimos f  f( dz y f 4 f(z) dx considerando funcxones continuas en los
intervalos [c,d] y [d,b], respectivamente que comcxden con f excepto en uno o ambos de los
extremos. La tnica definicién razonable es

/abf(z)dz=/acf(z)dz+/cdf(z)dz+/dbf(g;)dz

La interpretacién de |, : f(z) dz es sencillamente la suma de las tres dreas de la Figura 11.2. Esto

debe dejar claro cémo se puede definir |, (f f(z) dz para todas las funciones f(z) que son continuas
atrozos en [a,b].

y

FIGURA 112 [? K(x)dx = [° f(x) dx + [ 1(x) dx + [} f(x) dx.
Intervalos de integracion infinitos

Sea f una funcién continua para todo £ > a. Entonces f f(z) dz esta definida para todo b > a.
Si existe y es finito el limite de esta integral cuando b — oo, dec1mos que f es integrable sobre
[@,00) y definimos

/aoof(z )dz = hm / flz)d (11.6)

Se dice entonces que la integral impropia f a f ) dx converge. Si no existe el limite, se dice que
la integral impropia diverge. Si f(z) > 0 en [a,00) interpretamos la integral (11.6) como el drea
bajo la grifica de f en el intervalo [a, 00).

De manera analoga se define

b b
/ f(x)dz = a_lir_noo/ fx)dz (11.7)

cuando f es continua en (—o0, b]. Se dice que la integral impropia converge si existe este limite; si
no, diverge. '
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Ejemplo 11.7
La distribucién exponencial en estadistica tiene como funcién de densidad, por definicién,

f(z) = Ae e (z > 0; A es una constante positiva)
Probar que el 4rea bajo la grifica de f en [0, 00) vale 1. (Véase Figura 11.3.)
Solucién: Para b > 0, el 4rea bajo la grifica de f sobre [0, b] es igual a

b b
/ Ae M dz =
0 0

. ¢ .
Cuando b — oo se tiene que —e~* 4+ | tiende a 1. Por tanto,

(_e—A:L‘) — _e—Ab + 1

00 b
/ Ae™ dz = lim / e dz = lim (—e M +1) =1
0 0 b—o0

b—oo

FIGURA 11.3 El drea A tiene base no acotada pero la altura tiende a 0 tan rapidamente que el

area total es 1.

Ejemplo 11.8
Probar que

Estudiar luego el caso en que a < 1.

Solucién: Paraa #1yb> 1,
b b b
/—dm:/z‘“dz:
1 z¢ 1

ml—a — 1 (bl-—a _ 1)
1 1—a 1—a

Para a > 1 se tiene b' % = 1/6%"! — 0 cuando b — co. Por tanto (1) se desprende de (2)

cuando b — oco.

Para @ = 1 tenemos flb(l/m) dz = Inb—In1 = Inb, que tiende a 0o cuando b tiende a

00, luego [°(1/z) dx diverge. Véase Figura 11.4.

Para a < 1, la dltima expresién de (2) tiende a co cuando b tiende a 0co. Por tanto, la

integral diverge en este caso.

Si ambos limites de integracién son infinitos, la integral impropia de una funcién continua

f en (—00, 00) se define por

* fayda= [0 f@ydas [~ fwydn (11.8)
- » | _



Sec. 11.3/ Extensién del concepto de integral 291

FIGURA 11.4 “A = [°(1/x)dx = 00”. 1/x no tiende a 0 lo suficientemente rapidamente,
luego la integral impropia diverge.

Se dice que la integral impropia [°_ f(z)dx converge si convergen las dos integrales del
miembro de la derecha; en caso contrario se dice que diverge. En lugar de usar el 0 como
punto de subdivisién, se podria haber usado un niimero real ¢, arbitrario pero fijo. El valor de
la integral no variard siempre y cuando converja.

Es importante notar que la definicién (11.8) requiere que las dos integrales de la derecha
converjan. En particular, nétese que

b
lim /_b f(x)dz (%)

b—o0

no es la definicién de [ ff: f(x) dx. El Problema 4 suministra un ejemplo en el cual (*) existe
aunque la integral en (11.8) diverge. Asi (%) no es una definicién aceptable, mientras que (11.8)

lo es.
Ejemplo 11.9
Estudiar la convergencia de
+00 )
/ - ze “dx
~0 _
parac > 0.
Solucion: Comencemos calculando la integral indefinida [ ze~*" di. Haciendo la sustitucién
u = —cz? tenemos du = —2cx dz y asi
1 1 1
/.’J:e‘”2 der = —— /e" du=——e"+C=—-—e % 4+ C
2c 2c 2c
Segiin (11.8) se tiene
o0 2 0 2 o0 2
/ ze “ dzr = / ze “ dx + / ze”* dz (*)
—00 —~00 0

siempre que existan las integrales de la derecha. Ahora bien,

0 0 0 1 1

/ ze % dz = lim ze % dz = lim S p—
—00 a—>—00 Jq a——oo [, 2c 2c

De la misma forma vemos que la segunda integral de (x) vale 1/2¢, luego

/oo we_c”zdx—’ ! + ! =0 (c>0) (%%)
oo 2 2¢c

(Este resultado es muy importante en estadistica. Véase Problema 13.)



292 Capitulo 11/ Otros temas de integracién

Integrales de funciones no acotadas

Estudiamos ahora las integrales impropias con integrando no acotado.

Consideremos primero la funcién f(z) = 1/+/z, para € (0,2] (véase Figura 11.5). Nétese
que f(z) — oo cuando ¢ — 0%. La funcién f es continua en el intervalo [k, 2] para un nimero h
en (0,2), arbitrario pero fijo. Existe, por tanto, la integral definida de f en el intervalo [h,2] y

21 2
/h%dm=h2\/_=2\/_—2\/ﬁ

El limite de esta expresién cuando b — 0* es 21/2. Entonces, por definicién,

21
—=dx =2v2
I
Se dice que la integral impropia converge en este caso, y el 4rea bajo la grifica de f en el intervalo

(0,2] es 24/2. La Figura 11.5 representa al drea de 1/1/Z en el intervalo (h,2].
Yy

3

2\ @ =1/vE

T

FIGURA 11.5 La “altura” del dominio no esta acotada, pero y = 1/,/x tiende al eje y tan rapido
que el area total es finita. '

Mis generalmente, sea f una funcién continua en el intervalo (a, b] pero no definida en = = a.
Entonces definimos b 5
/ f(z)dz = lim / f(x)dx (11.9)
a h—0* Ja+th
si existe el limite. En este caso se dice que la integral impropia de f converge. Si f(z) > O en
(a, b} interpretamos la integral como el drea bajo la grdfica de f en el intervalo (a, b]. De la misma
manera,
b b—h
/ f(x)dz = lim flx)dz (11.10)
a h—0* Jq
si existe el limite. En este caso se dice que la integral impropia de f converge.

Sea f una funci6n continua en (a,b). No es necesario que f esté definida en a 6 b. Por
ejemplo, supongamos que f(z) = —oo cuando £ — a* y f(x) = +00 cuando £ — b~. En este
caso se dice que f es integrable en (a, b) si existe un ¢ € (a, b) tal que las integrales [ f(z)dz y

b .
[, f(z)dx convergen. Si esto ocurre, se define

‘ /bf(a:)da:;/cf(a:)da: +'v/bf(a:)da: (11.11)
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Se puede probar que no dependen de ¢ ni la convergencia de las integrales ni el valor de la suma.
Si alguna de las integrales de la derecha de (11.11) no converge, la de la izquierda no estd bien
definida.

Sea S una unién finita de intervalos de la forma
S = (ala bl) ) (a21b2) U..--y (ana bn)

donde a; < by < ay < by < --- < ayp < by, y no se descarta que a; = —0o y/o b, = c0. De
manera andloga al caso de otras definiciones de esta seccion, si f es integrable en cada uno de los
intervalos (a1, by), ..., (@n, bn), se dice que f es integrable en S. Definimos la integral sobre S por
la relacién

/f(m)dmii " f(@)dz (11.12)
s k=1"%

Un test de comparacion para la convergencia

El siguiente test de convergencia de integrales suele ser util porque no requiere el cilculo de la
integral. :

Teorema 11.1 (Un test de comparacién para la convergencia)

Supongamos que f y g son continuas para todo > a y que
|f(z)] < g(z) (para todo = > a)

Si [7° g(x) dz converge, entonces | >° f(z) dz converge y

\/awf@)dm < [ gta)da

Considerando el caso en que f(z) > 0, el Teorema 11.1 se puede interpretar como sigue: Si el 4rea
bajo la grafica de g es finita, el 4rea bajo la grifica de f es también finita, porque la grifica de f
no sobrepasa a la de g en ningiin punto de [a, c0). (Hacer una figura.) Como este resultado parece
plausible no vamos a dar una demostracién analitica de él. Hay un teorema semejante para el caso
en que el limite inferior de integracién sea —oo.

También se pueden probar tests de comparacién semejantes para funciones no acotadas definidas
en intervalos acotados.

Ejemplo 11.10
En la teoria del crecimiento econdémico aparecen frecuentemente integrales de la forma

[o @]
/ U (c(t))e dt (1)
to
En esta expresion, c(t) designa el consumo en el momento t, U es una funcién de utilidad
instantdnea y < es una tasa positiva de descuento. Supongamos que existen mimeros M y 3,
con 3 < a, tales que

U (e(t)] < Me™ | 2)
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para todo t > %o y para todo nivel posible de consumo c(t) en el tiempo t. Asi, el valor
absoluto de la utilidad de consumo crece a una tasa menor que la de descuento . Probar que,
entonces, (1) converge.

Solucién: De (2) obtenemos
U (c(t))e™®| < Me~@ Pt (para todo t > to)
Ademds,
T . T _
Me @=Plt gy = M e (@h)t = —-——M [e_
to Ity a — og a — ﬂ

Como a — B > 0, la ltima expresién tiende a [M/(a — 3)] e~ A% cuando T — oco. Se
deduce del Teorema 11.1 que (1) converge.

Ejemplo 11.11
La funcién f(z) = e es extremadamente importante en estadistica, porque es la base de la
distribucién normal o de Gauss. Vamos a demostrar que la integral impropia

/ " e dg | (1)

— 00

(a=B)te _ e—(a—ﬂ)T]

converge. Noétese que, segin (11.4) en la Seccién 11.2, no se puede calcular la integral inde-
finida de la funcién f(z) = e . Como f (z) = e es simétrica respecto del eje y, basta
probar que f0°° e = d converge. Para ello, subdividimos el intervalo de integracién de tai

forma que
oo 2 1 2 o0 2
/ e ¥ dz =/ e’ * da:+/ e " dx (2)
0 0 1

Desde luego, no hay problema con fol e~ dz porque es la integral de una funcién continua en
un intervalo acotado. Para todo > 1, se tiene 0 < e e < e~ %, Ahora bien, f1°° e *dr
converge a 1/e luego, por el Teorema 11.1, la integral fl°° e~ dz deber converger también,

Asi se deduce de (2) que [ e~* dx converge, luego la integral (1) converge. Sin embargo,
no hemos hallado su valor. De hecho, hay que recurrir a técnicas de integracién avanzadas para
probar que

+00 2
/ e ¥dz=+m (11.13)

—00

Problemas

1 Dadas las integrales siguientes, calcular las que convergen y decir las que divergen:

[e o] [e o] 0 a d
(a)[ %d:c (b)/‘. 71_5da: © /_ cdr  (d) 0\/—%—_?_; (@>0)

2 Definimos f por f(z) =1/(b— a) para = € [a,b] y f(z) = 0 para z ¢ [a, b]. (En estadistica, se llama
a f la funcién de densidad de la distribucién rectangular o uniforme). Calcular lo siguiente:

(@) /_ f(@)de (b) f of(x) de © /_ 2 f(z) de

3 En relacién con el Ejemplo 11.7, hallar las siguientes integrales:
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(a) /0‘00 zhe ™ dx (b) /000 (zx— 1//\)2/\6—’\’ dz (<) /000 (z— 1//\)3 e dz

(Los tres nimeros obtenidos se llaman respectivamente la esperanza, la varianza y el tercer momento
central de la distribucién exponencial.)

4 Probar que [0 z/(1 + 22) dz diverge pero existe limp_, oo ffb z/(1 + z%) dz.

5 Se define la funcién f por f(z) = (Inz)/2?, paraz > 0.
(a) Hallar los méximos y minimos de f si los hay.

(b) Estudiar la convergencia de fol fl@)dz y floo f(z)dz.

6 Usar el test de comparacién del Teorema 11.1 para demostrar que

Rl |
/ dr
1 1+$2

€s convergente.

7 Demostrar que

/_32(\/%;3+ \/31——90) dz = 45

8 R. E. Hall y D. W. Jorgenson, en su articulo Tax Policy and Investment Behavior, usan la integral
oo
z= / e " D(s)ds
~Jo

para representar el valor actual descontado, a la tasa de interés r, del flujo temporal de depreciaciones
D(s) (0 < s < o0). Hallar z como funcién de 7 en los casos siguientes:
(a) D(s)=1/rpara0 < s <1, D(s) =0 para s > 7. (Depreciacién constante a lo largo de T afios.)
(b) D(s) =2(r ~s)/r*para0 < s <7, D(s) = 0 para s > 7. (Depreciaci6n lineal.)

9 Supongamos que se calcula sin pensar la integral f f:( 1/x?) dz usando la definicién (10.12) de la Seccién

10.3 de integral definida. Se obtiene un resultado negativo aun cuando el integrando no es nunca negativo.
(Cual es el error?

10 Probar que la integral siguiente converge y hallar su valor:
1
Inz
—dzx
|

Problemas avanzados

11 Calcular la integral

” k k2 ..
I = /1 (; 1y kz) dz (k es una constante positiva)

Hallar el limite de I cuando kK — o0, si existe.

12 Usar los resultados del Ejemplo 11.8 para demostrar (6.18) de la Seccién 6.5. (Indicacién: Dibujar la
gréfica de f(z) = 7P en [1,00) e interpretar geométricamente cada una de las sumas Y - n~Py
S o2,n~P como sumas de un nimero infinito de recténgulos.) :
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13 En estadistica se define la funcién de densidad normal o de Gauss por la expresién

f(z) = e—(z—u)z/w2
2r
en el intervalo (—00, 00).2 Demostrar que
. +00 . +00
/ f@yd O [ d@i-nT @ [ afwd=cee

(Indicacién: Usar la sustitucién u = (z — u)/+/20, junto con (11.13) y el resultado del Ejemplo 11.9.)

11.4 UNA NOTA SOBRE DISTRIBUCION DE RENTAS Y
CURVAS DE LORENZ

Explicamos en la Seccién 10.4 que, si f(r) es la funcién de densidad de la distribucién de renta de
una poblacién de n individuos, entonces 7 f 5 f(r)dr es el nimero de individuos con rentas en el

intervalo [a, b] —véase ecuaci6n (10.27). Ademds, n |, : T f(r) dr representa la renta total de esos
individuos —véase ecuacién (10.28).

La Curva de Lorenz es una herramienta estadistica que sirve para describir algunas caracteristi-
cas importantes de cualquier distribucién de renta.> Esta curva se basa en las cuotas de participacién
en la renta total que corresponden a los diferentes grupos de individuos de la poblacién, empezando
por los mds pobres y terminando por los mds ricos. Consideremos, por ejemplo, los datos de la
Tabla 11.1.* La tabla indica que, aparentemente, las desigualdades aumentaron en EE.UU. durante
la década de los 80 y disminuyeron en Holanda durante el periodo, mucho mds dilatado, de 1959-
1985. La distribucién en Holanda en 1959 era muy cercana a la de EE.UU. en 1980. La distribucién
mundial asi calculada estd proxima a un extremo.

TABLA 11.1 Cuotas de participacion en la renta total

Grupo de EE.UU Holanda Mundial
" renta 1980 1990 1959 1985 1989
Quinto inferior 52 4,6 50 7.8 1,4
Segundo quinto 11,56 10,8 11,9 139 1,9
Tercer quinto 175 166 174 18,1 2,3
Cuarto quinto 243 238 227 234 11,7

Quinto superior 41,5 443 430 367 82,7

Se confirman estas intuiciones previas mediante un andlisis més cuidadoso basado en las curvas
de Lorenz. Para construirlas acumulamos primero las rentas de los diferentes quintos de la poblacién
de tal manera que los cinco nuevos grupos que consideramos son respectivamente el 20% inferior,
luego el 40% inferior, el 60% inferior, el 80% inferior y, finalmente, la poblacién completa. Esto da

2 la grafica de esta funcién se llama la campana de Gauss por su forma. Esti recogida en los billetes de 10 marcos
alemanes de 1989, junto con el retrato de su inventor Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

El nombre le viene del estadfstico norteamericano Max Otto Lorenz, guien la introdujo como uno de los “Métodos para
Medir la Concentracién de Riqueza” (mds bien que renta) en un articulo publicado en el Journal of the American Statistical
Association, 1905.

4 Los datos para los EE.UU. estin tomados de la oficina del censo. Los datos para Holanda provienen de la Oficina
Central de estadistica. Los datos mundiales estin tomados del programa de la ONU Human Development Report para 1992.
En verdad no existen datos de esta clase a nivel mundial. Las cifras que se dan representan lo que seria la distribucién
mundial de la renta si el producto nacional bruto de cada pais estuviese perfecta y equitativamente distribuido como renta
entre los habitantes de ese pais. Sin embargo, no hay razones para pensar que las cifras resultantes exageren la verdadera
extension de las desigualdades mundiales. '
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origen a la Tabla 11.2°,
TABLA 11.2 Rentas acumuladas

Grupo de EE.UU ~  Holanda Mundial

renta 1980 1990 1959 = 1985 1989

20% inferior 52 4,6 50 7.8 1,4

40% inferior 16,7 15,4 16,9 21,7 3,3 -
60% inferior 34,2 32,0 34,3 39,8 5,6

80% inferior 58,5 55,8 57,0 632 17,3

100% inferior 100,0 100,0 1000 100,0 100,0

La Figura 11.6 muestra dos de las curvas de Lorenz resultantes, halladas ajustando curvas lisas
a los datos de la segunda y quinta columnas de la Tabla 11.2.

Cuota de renta
1,0

|
0,8 [
0,61
0,41

0,21
|

e » Proporcién
02 04 06 08 1,0

FIGURA 11.6 Curvas de Lorenz aproximadas para los EE.UU. en 1990 (curva sdlida) y mundial
en 1989 (curva punteada). La diagonal representa la igualdad perfecta.

La cuestion es ahora la siguiente: si la distribucién de la renta viene descrita por la funcién
continua de densidad f(r), como en la Secci6n 10.4, ;c6mo se halla la curva de Lorenz? Para
responder a esto tenemos primero que considerar la funcién de distribucién (acumulada) F'(r) de la
Seccion 10.4, cuyo valor para cada nivel r de renta representa la proporcién de la poblacion que
tiene rentas < r. Asf el valor de esta funcién viene dado por la integral

F(r) = /0 " {(z) do

que, evidentemente, satisface F'(r) = f(r) para todo nivel r de renta. Supondremos que f(r) > 0
para todos los niveles de renta r > 0, lo que implica que F'(r) es estrictamente creciente. Ademds,
suponiendo que todo el mundo tiene una renta, aun cuando sea muy pequeiia, se debe verificar que
F(0) = 0. También F(oo) = 1, porque todo el mundo tiene renta finita, aun cuando algunos
individuos puedan tener una renta extraordinariamente elevada. Aqui F'(00) = 1 es una abreviatura
de F(r) — 1 cuando r — oo. _

La variable sobre el eje horizontal de la gréfica de la curva de Lorenz es la proporcién p = F(r)
de la poblacién con rentas < 7. La construccion de la curva de Lorenz requiere considerar la inversa
de esta funcién, r = R(p), que también es estrictamente creciente.

Se puede dar una interpretacién importante de la funcién R(p). Para cada p € [0, 1], el valor
R(p) es aquel nivel de renta para el que la proporcién p de la poblacién tiene una renta r < R(p);

5 Como ocurre a menudo con datos de este tipo, los errores de redondeo implican que las cifras de la Tabla 11.1 no
suman el 100% en todos los casos.
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por la definicién de funcién inversa, F'(R(p)) = p. Por ejemplo, cuando p = 1/2, el nivel de
renta R(1/2) tiene la propiedad de que la mitad de la poblacién percibe una renta 7 < R(1/2),
mientras que la otra mitad percibe r > R(1/2). Este nivel “medio” de renta se llama generalmente
la mediana de la distribucién. Ciertos intervalos de renta entre valores distintos de R(p) reciben
también nombres apropiados —por ejemplo el intervalo [R(0,2), £(0,4)] se llama el segundo quintil,
[R(0,6), R(0,7)] el séptimo decil, y asi sucesivamente. Los diferentes valores de R(p) se llaman
generalmente percentiles o estadisticos de orden. )
Por la regla de derivacién de la inversa de una funci6n (ver (7.24), Secci6n 7.6), tenemos que

Rp) - 1ot
Fi(r)  f(r)  F(R(®P))
Esto vale para todo p € (0, 1) porque hemos supuesto que f(r) > 0 para todos los niveles 7 renta.
La curva de Lorenz es la grdfica de la funcion L(p) cuyo valor para cada p es la cuota de parti-
cipacion en la renta total que corresponde a la fraccion p mds pobre de la poblacién. La renta total
viene dada por n f;° r f(r)dr, donde n es el nimero total de individuos de la poblacién. Como
R(p) es el nivel de renta del m4s rico entre la fraccién p més pobre de la poblacién, la renta total

de este grupo es n fOR(p) r f(r) dr. Asi tenemos

nfE®rfrydr 1 RO
L(p) = n}ooorf(r)dr :E/o. r f(r)dr (11.15)

donde m es la renta media f;° r f(r)dr. Como 0 < fOR(p) rf(rydr < [7° rf(r)dr, la ecuacién
(11.15) implica que 0 < L(p) < 1 para todo p € [0, 1. Se puede hallar la pendiente de la curva de
Lorenz usando la regla de derivacién (10.22), Seccién 10.3. En efecto,

1 : R(p)
L'p) = ;R(P)f(R(P))R'(P) =—

m

(11.14)

donde la segunda igualdad se deduce de (11.14). Asi, la pendiente de la curva de Lorenz es igual a
la razén entre el nivel E(p) de renta y la renta media m. Esta pendiente crece paulatinamente desde
0 = R(0) cuando p = 0 hasta “oco = E(1)” cuando p = 1. En particular, derivando una segunda
vez se obtiene

>0

/

m  mf(R(p))
para todo p € (0,1), lo que implica que una curva de Lorenz es estrictamente convexa. Como
muestra la Figura 11.6, cada curva de Lorenz tiene tangente horizontal en p = 0 y tangente vertical
en p = 1. Finalmente, L'(p) = 1 en el tinico punto donde R(p) = m luego para p = F(m). Para
0 < p < F(m) se tiene que L'(p) < 1, luego la curva de Lorenz crece inicialmente m4s lentamente
que la recta de 45° de inclinacién. En p = I'(m) la distancia horizontal entre la curva de Lorenz y
la recta de 45° de inclinaci6n alcanza un méximo. Para Fi(m) < p < 1 se tiene L'(p) > 1, luego
la curva de Lorenz termina creciendo mds rdpidamente que la recta hasta que las dos se vuelven a
cortar en p = 1. Esto prueba, en particular, que L(p) < p en el intervalo abierto p € (0, 1).

Se puede usar también la curva de Lorenz para definir una medida comin G de la desigualdad
de renta, generalmente conocida como el coeficiente de Gini.> Geométricamente, GG es el doble del
drea del conjunto que estd limitado por-la recta de 45° (la diagonal) y la curva de Lorenz. Este 4rea

S El nombre viene del italiano Corrado Gini, quien la introdujo en 1912 y, aparentemente, descubri6 la curva de Lorenz
independientemente de Lorenz. Su definicién era la integral doble G = (1/2m) j;oc f0°° |r — 7| f(r)f(r") drdr’, pero

es equivalente a la definicién que damos aqui. No demostramos esta equivalencia porque no estudiamos integrales dobles en
este libro. '
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se puede representar como la diferencia entre las integrales Jopdp=1/2y [ L(p)dp. Asi

1 1
G=2 B - / L(p-)dp} =1- 2/ L(p)dp coeficiente de Gini (11.16)
0 0

De aqui se deduce que 0 < G < 1. Este coeficiente se aproxima a su extremo inferior G = 0
cuando la curva de Lorenz se acerca a la diagonal. Esto ocurre cuandq la renta tiende a ser distribuida
mds equitativamente, con cada fraccion mds pobre p de la poblacion aproximindose a percibir la
cuota completa p de participacién de la renta total disponible. El coeficiente se aproxima al otro
extremo G = 1 cuando la curva de Lorenz se aleja de la diagonal. Esto ocurre cuando la renta
se distribuye mds desigualmente, con cada fracciébn p mas pobre de la poblacién aproximéindose
a la cuota cero de participaciéon de la renta total disponible, y una pequefia fraccién decreciente
de personas muy ricas aproximindose a la percepcion del total de renta disponible. Generalmente,
conforme la curva de Lorenz baja, la distribucién de la renta se hace mas desigual y el coeficiente
de Gini crece. ' : :

Problemas
1 Dibujar la curva de Lorenz para las columnas primera, tercera y cuarta de la Tabla 11.2.

2 Hallar los valores del coeficiente de Gini para las cinco distribuciones de la Tabla 11.2.
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Algebra lineal: vectores y
matrices

A primera vista es curioso que un tema tan puro

y desapasionado como las matemdticas pueda tener algo

atil que decir sobre este mundo tan desordenado,

mal estructurado y aleatorio en que vivimos. Afortunadamente
encontramos que, cuando comprendemos lo que antes era
misterioso, hay en el centro de todo un orden,

un patrén y sentido comiin.

—B. H. P. Rivett (1978)

En la mayoria de los modelos mateméaticos usados por los economistas termina por aparecer un
sistema de ecuaciones que hay que resolver. Si las ecuaciones son lineales, el estudio de estos
sisternas pertenece a un 4rea de las matemaéticas llamada dlgebra lineal.

El anélisis input—output es un 4rea prominente de la economia que usa los sistemas de ecuacio-
nes lineales. Modelos como los basados en el trabajo pionero de Wassily Leontief The Structure of
American Economy, 1919-1939 dan lugar a sistemas de cientos de ecuaciones que contienen cien-
tos de incognitas. Este modelo, y otros semejantes desarrollados en la antigua Unién Soviética por
Leonid Kantorovich, tenfan como objetivo planificar la produccién de equipamiento militar v otros
suministros durante la Segunda Guerra Mundial.

Para comprender estos enormes sistemas de ecuaciones €s conveniente trabajar con un cierto
nimero de conceptos como vectores, matrices y determinantes. Estos conceptos se introducen en
este capitulo y se estudia su uso en economfa en los dos siguientes. De hecho, la utilidad del 4lgebra
lineal va mucho mas alla de su capacidad para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo,
los métodos del Algebra Lineal se usan extensamente en la teoria de las ecuaciones diferenciales y
en diferencias, en teoria de optimizacién lineal y no lineal, en estadistica y en econometria. De
hecho, a partir de ahora todos los capitulos de este libro harin uso de algunos de estos métodos.

300
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12.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Vamos a introducir unas notaciones para sistemas generales de m ecuaciones lineales con 7 incégni-
tas que nos permitirdn entender los grandes sistemas. Si se designan las incégnitas por Ty, ..., Tn,
un sistema de ese tipo se escribe en la forma

anTi+ T+ -+ AinTh =b

anZi + apTy+- -+ amTn =b; (12.1)

Am1T1 + T2 + -+ + + AmnTn = by

donde ay1,Q12, - . . , Amy son los coeficientes del sistema y by, . .., b,, son los miembros de la dere-
cha o términos independientes.

Nétese cuidadosamente el orden de colocacién de los subindices. Por ejemplo, a,; es el coe-
ficiente de la primera variable () en la segunda ecuacién. En general, a;; es el coeficiente de la
variable j-ésima (z;) en la i-ésima ecuacién. Algunos (o muchos) de esos coeficientes pueden ser
cero.

Una solucién del sistema (12.1) es un conjunto ordenado de nimeros S;, Sz, ..., Sp que
verifica todas las ecuaciones simultineamente cuando se pone 1 = 81, T, = 83, ..., Tp = Spn.
Normalmente se designa una solucién por (81, 82,...,8n). Notese que el orden en que se escriben
las componentes de una solucién es esencial en el sentido de que, si (s1, S5, . .., 8,) verifica (12.1),
una permutacién de esos mimeros (por ejemplo (S5, Sp—1,. .., 81)) no serd una solucién en general.

Si el sistema (12.1) tiene al menos una solucién se le llamard compatible; caso contrario se le
llamaréd incompatible.

Hay programas de computador que comprueban si un sistema como (12.1) es compatible y, en
caso afirmativo, hallan sus soluciones aunque tenga miles de ecuaciones e incognitas. A pesar de
esto, los economistas necesitan entender la teoria de estos sistemas de ecuaciones para poder crear
razonamientos tedricos y sacar conclusiones en relacién con los modelos lineales de este tipo.

Modelos de Leontief

Para hacer ver la importancia de los sistemas de ecuaciones lineales en economia, estudiamos breve-
mente un ejemplo sencillo del modelo input—output debido a Leontief.

Ejemplo 12.1 .
Una economia tiene tres industrias: pesca, madera y construccién de barcos.

Para producir 1 tonelada de pescado se requieren los servicios de o barcos pesqueros.
Para producir 1 tonelada de madera se requieren 3 toneladas de pescado para alimentar a
los madereros.

Para producir 1 barco pesquero se requieren 7y toneladas de madera.

Estas son las tinicas materias primas que cada una de las tres industrias necesita. Supongamos
que no hay demanda final (externa) de barcos pesqueros. Hallar la produccién bruta de cada
industria si se debe cubrir la demanda de d,; toneladas de pescado y d, toneladas de madera.

Solucion: Sea x; el nimero total de toneladas de pescado que hay que producir, z, el nimero
total de toneladas de madera y z3 el mimero total de barcos pesqueros. Consideremos primero
el pescado. Como se necesitan Bz, toneladas de pescado para producir x, de madera, y como
la demanda final de pescado es d;, debe ser ; = Sz, +d;. (La produccién de barcos de pesca
no requiere consumo de pescado, luego no hay término en x3). La produccién de madera se
hace segin la ecuacién x, = Yyx; + d,. Finalmente sélo la industria pesquera necesita barcos;
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no hay demanda final en este caso y asi T3 = ax;. Por tanto, se debe satisfacer el siguiente
sistema de tres ecuaciones:

T = BT+ d,
Ty = YTz + dz (l)
I3 = QT

Poniendo 3 = ax; en la segunda ecuacién obtenemos =, = ~yaz; + d,, lo que llevado a
la primera ecuacién da z; = Byaz; + fd, + d;. Resolviendo esta Gltima ecuacién en z; se

obtiene dy + fd
+
=2 @)
1-oapfy
Los valores correspondientes de las otras dos variables son
avyd; +d d d
g, = Y td _ adi+ofd @)
1—afy 1—afy

Claramente esta solucién (z;, 3, T3) sélo tiene sentido si @y < 1. En efecto, si afy > 1,
es imposible para esta economifa cubrir cualquier demanda final de pescado y madera —la
produccién es demasiado ineficiente.

Mais generalmente, el modelo de Leontief describe una economia de n industrias entrelazadas,
cada una de las cuales produce un tinico bien usando sélo un proceso de produccién. Cada industria
debe usar, para producir su bien, materias primas procedentes de las otras. Por ejemplo, la industria
del acero necesita productos de la industria del carbon y de muchas otras. Ademds de suministrar
su propio producto a otras industrias que lo necesiten, cada industria debe hacer frente a la demanda
externa de su producto que proviene de clientes, gobiernos, extranjeros, etc. La cantidad de produc-
cién que se necesita para cubrir la demanda externa se llama la demanda final.

Designemos por z; al nimero total de unidades del bien ¢ que la industria ¢ va a producir en
cierto afio. Sea '

niimero de unidades del bien ¢ que se necesitan
ij = (12.2)

para producir una unidad del bien j

Suponemos que las necesidades de materias primas son directamente proporcionales a la produccién.

Entonces ,
.. _ Jntmero de unidades del bien ¢ que se necesitan 12.3
QijTj = para producir z; unidades del bien j (12.3)
Para que se puedan producir z, unidades del bien 1, z; unidades del bien 2, ~..., T, unidades del

bien n, la industria 7 necesita suministrar un total de
;1T + 5%y + - + AinTp
unidades del bien . Si queremos que la industria 7 suministre todavia b; unidades para cubrir la
demanda final, entonces el equilibrio entre oferta y demanda exige que
T; = @iy + Aip%y + - + AinTp + b;

Esto se verifica para todo ¢ = 1,2, ..., n, luego tenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

Ty =anTi+apT2+ -+ ainTn + by

Ty = anT+ apTy+ -+ amTn + b, (12.4)

....................................

Tp = GniT1 + Ap2Ty + -+ + AppTn + by
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Nétese que, en la primera ecuacién, x; aparece a la izquierda y también en el primer término de la
derecha. En la segunda ecuacién, z, aparece a la izquierda y también en el segundo término de la
derecha, y asi sucesivamente. Pasando a la izquierda todos los términos con incégnitas y reordenando
tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(1—-a1)xy— apT — -+ — aaTn =b
—anzT1+ (1 —ap)ry— -+ — amzi=>b
21T + ( 22)T2 mTn = 02 (12.5)
—Qn1Ty — Ap2&y — -+ (1 - ann)mn = bn
Se llama a esto un sistema de Leontief. Los nimeros ai1, @12, ..., ann Se llaman los coeficientes
técnicos o coeficientes de input. Para un conjunto (by,bs,...,by,) de cantidades de demanda final
una solucién (z;, €2, ..., Ty ) de (12.5) daré la produccién que cada industria debe tener para cubrir

las necesidades de las otras industrias y la demanda final. Por supuesto, sélo tienen sentido valores
no negativos de las ;.

Problemas

1 Consideremos una economia dividida en un sector agricola (A) y un sector industrial (). Para producir
una unidad de A se necesita 1/6 de unidad de A y 1/4 de unidad de I. Para producir una unidad de I se
necesita 1/4 de unidad de A y 1/4 de unidad de I. Supongamos que las demandas finales en cada uno
de los dos sectores son de 60 unidades.

(a) Escribir el sistema de Leontief para esta economia.

(b) Hallar el nimero de unidades que hay que producir en cada sector para cubrir las demandas finales.

2 En el modelo (12.5) de Leontief:
{a) ¢C6émo se interpreta la condicién de que a;; = 0 para todo i?
(b) (Cémo se interprefa la suma a;; + @iz + - + @;n?
(c) ¢Cémo se interpretan los coeficientes técnicos (@, Gzj, - . . ,Anj)?

(d) ¢Coémo se interpreta la suma a;; + Gz + * -+ * + Gp;?

3 Escribir el sistema (12.5) cuando n = 2, a;; = 0,2, ay, —03 a; =04,a,=01,b =120y b, =
{Cudl es la solucién de este sistema?

4 Consideremos un modelo input—output con 3 sectores. El sector 1 es industria pesada, el sector 2 es
industria ligera y el sector 3 es agricultura. Supongamos que los requerimientos de input estdn dados por
la siguiente tabla:

Industria pesada Industria ligera  Agricultura

Unidades de bienes arj;=0,1 apz =02 a;z=0,1
de industria pesada

Unidades de bienes az =03 ag =02 az =02
de industria ligera

Unidades de bienes agy = 0,2 ase = 0,2 asz = 0,1
agricolas

Supongamos que las demandas finales de los tres bienes son de 85, 95 y 20 unidades, respectivamente. Si
Ty, T y T3 designan el nimero de unidades que hay que producir en cada sector, escribir el modelo de Leont1ef
para el problema. Comprobar que z; = 150, £, = 200 y 3 = 100 es una solucién.
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12.2 VECTORES

Supongamos que una tienda vende n bienes distintos, designados por Vi, V5,...,V,. Cada mes se
anota el nimero de unidades aj, a,, . . ., a, de cada bien que hay en existencia. Conviene represen-
tar estas existencias por

- a
az

una fila: (ai,a,...,a,) 0 una columna: . (%)
an

Un conjunto ordenado de niimeros como uno de estos, que se distingue no sélo por los elementos
que contiene sino por el orden en que se colocan, se llama un vector. En particular, el primer vector '
de (*) se llama un vector fila mientras que el segundo es un vector columna.

Se designa a los vectores por letras negritas. Para vectores fila escribimos

a=(a;,a,...,0,)

Los ndmeros ay, as, . .., G, se llaman las componentes (o coordenadas) del vector. El nimero a;
se llama la componente ¢-ésima o la coordenada i-ésima. Si queremos subrayar que un vector tiene
n componentes, l¢ llamamos un n-vector. (También se usa a menudo el término “n-upla”). De otra
manera, si a es un n-vector, decimos que tiene dimension 7. Nétese que cualquier solucién del sis-
tema de m ecuaciones lineales (12.1) es un n-vector. Por otra parte, los nimeros by, b,, . .., by que
constituyen los miembros de la derecha de esas m ecuaciones forman un m-vector. Por supuesto,
m y n pueden ser distintos.
Est4 claro que el vector fila (7,13,4) y el vector columna

7
13
4

contienen exactamente la misma informacién —los nimeros y su orden son los mismos, variando
s6lo la forma de colocarlos. Cuando estudiemos matrices serd importante distinguir entre vectores
fila y columna.

Operaciones con vectores

Dos n-vectores a y b se llaman iguales si las componentes que ocupan los mismos lugares son
iguales; entonces escribimos a = b. Si los vectores no son iguales, escribimos a # b. Nétese que la
igualdad sélo estd definida para vectores de la misma dimensién.

Ejemplo 12.2
i (z ,y, z)=(2,-1,3)siysélosiz =2, y=—1,2=3.
() (1,-1,3) # (~1,1,3).

Gii) (1,1, 2 ) # (1,1,2,2) porque no tienen el mismo nimero de componentes.

Si a y b son dos m-vectores, la suma a + b de a y b es el n-vector que se obtiene sumando
cada componente de a con la de b que ocupa el mismo lugar.!
En simbolos (para vectores fila),

(@1,a3, - an) + (b1, b, - .., bp) = (@1 + b1, az + by, . ..., an + by) (12.6)

1 Ni la suma ni la diferencia.estén definidas para vectores de distinta dimensién.
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Si a es un n-vector y { un mimero real, definimos f{a como el n-vector cuyas componentes son
iguales a ¢ multiplicado por las componentes correspondientes de a. En simbolos,

t(ay,az,...,an) = (tay, tay, ..., tay) : (12.7)

Esta operaci6n se llama multiplicacion por un escalar (el escalar es el nimero ¢ que se usa para “dar
escala” al vector a). Nétese, en particular, que si ¢ es un nimero natural, entonces ta es la suma del
vector a consigo mismo ¢ veces. Por ejemplo, —__ -

3a=a+a+a

Sia ‘y b son n-vectores, la diferencia de a y b se define pbr la relacién
a—b=a+(-1)b
Esto implica que
(a1,a2,...yan) — (by,by...,bn) = (a1 — by,ap — b2y ..., an — by) (12.8)
4 Asi se obtiene a — b restando cada componente de b de la de a que ocupa el mismo lugar.
Para cada n-vector a, la diferencia a — a es el vector cuyas componentes son todas iguales a

cero. Se le llama el vector cero: ,
0=(0,0,...,0) (12.9)

Nétesequea—b =0 < a=h.

Ejemplo 12.3
“Sia=(3,-2,5)yb=(~2,10,—3), calcular a+ b, a — b, 3a, —v/2b y 3a + 4b.

Solucion:
a+b=(3+(-2),-2+10,5+(-3)) =(1,8,2)
a—b=(3-(-2),-2-10,5—(-3)) = (5,—12,8)
3a=13(3,-2,5) = (3-3,3(-2),3:5) = (9, —6,15)
—V2b = (2v2,-10v2,3v2)
3a 4 4b = 3(3,—2,5) + 4(—2,10, —3) = (9, —6, 15) + (—8,40, —12) = (1,34,3)

Si a y.b son dos n-vectores y ¢ y s son nimeros reales, el n-vector ta + sb se llama una
combinacién lineal de a y b. En simbolos, usando vectores columna,

ay bl ta; + Sb1

as b2 ta2 + Sb2
tl .| +s] .| = .

an bn ta, + sby,

Podemos interpretar estas combinaciones lineales en el contexto del ejemplo de la tienda (en el caso
en que t y s sean enteros positivos): Si ¢ personas compran el mismo vector a de bienes y s compran
b, el vector ta + sb representa el vector total de bienes comprados en la tienda.
Mais generalmente, si a;,a;,...,a, son m-vectores y Iy, T2,...,Ty Son nimeros reales, el
m-vector
T1a) + T2 + -+ + Tpap (12.10)

se llama una combinacién lineal de a,, a,, ..., a,.
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Ejemplo 124
Consideremos el sistema general de ecuaciones lineales (12.1). Supongamos que intreducimos
los vectores columna

an a2 Q1n by

a an Qon b
a; = , 4 = . peeey B = | o , b=

Q1 am2 Omn bm

Entonces se puede escribir {(12.1) en la forma A
Tiar+ T+ +Tpap =b (12.11)

Como (12.11) es equivalente a (12.1), vemos que el sistema (12.1) es compatible (tiene solu-
cion) si'y sélo si b se puede expresar como combinacién lineal de a;, a;, . . . ,a,. Como ejemplo
concreto, el sistema

3z, — 4232 =10

: 1
T+ 5z, = -3 ()

es equivalente a la ecuacién vectorial

2 (1) +=(75)-(5)

La solucién de (1) es £; =2 y 5 = —1. Luego, en este caso, se puede escribir como

10
-3

P 3 —4 3 —4
lacombmac1onlmea12<1)+(—1)< 5) de<1)Y< 5)-

De estas definiciones se deducen varias reglas de adicién de vectores y multiplicacién de un
vector por un escalar. Las més importantes son las siguientes:

Reglas de adicién de vectores y multiplicacién por escalares
Si a,b y ¢ son n-vectores arbitrarios y ¢, 3 son niimeros arbitrarios, entonces
(a+bd)+c=a+(b+c¢) (a)
a+b=b+a (b)
at+0=a (c) (12.12)
a+(—-a)=0 (d)
(a+Pla=ca+fa (e)
a(a+b)=aa+ab (f
a(fa) = (af)a (®
la=a (h)

Las ecuaciones (a) y (b) se llaman la ley asociativa +n y la ley conmutativa, respectivamente. Esas
dos reglas hacen posible poner los términos de una suma en el orden que queramos, y agruparlos
de cualquier manera. En particular, en lugar de las expresiones (a) podemos escribir a + b + ¢
suprimiendo los paréntesis.
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Hemos puesto en el cuadro (12.12) las reglas de operaciones con vectores para hacer ver que
son formalmente andlogas a las de nimeros. Asi podemos manipular los vectores algebraicamente,
como entidades en si, sin tener que preocuparnos de tratarlos componente a componente. El ejemplo
siguiente clarifica mds esta idea.

Ejemplo 12.5
Dados dos n-vectores a y b, hallar el n-vector x tal que 3x 4~2a = 5b.

Solucién: Cuando dos vectores son iguales, podemos sumar el mismo vector (—2a) a cada uno
y la igualdad se conserva:

(3x + 2a) + (—2a) = 5b + (—2a)

Por la regla (12.12) (a), el miembro de la izquierda de la ecuaci6n anterior es

(3x +2a) +(—2a) =3x+(2a+ (—2a)) =3x+0=3x
donde también hemos usado (12.12) (d) y (c¢). Por tanto,

3x = 5b + (—2a)

Multiplicando cada lado por 1/3 se obtiene

‘ 1(3x) = 1[5b + (—2a)]
Asi (12.12) (f), (g) y (h) implican que

X = %b - %a

Este vector x es el tnico que verifica 1a ecuacién 3x + 2a = Sb.

Problemas

1 Calcular a + b, a — b, 2a + 3b y —5a + 2b para

(D) 5 )

2 Seana = (1,2,2), b= (0,0,—-3) y ¢ = (—2,4, —3). Calcular lo siguiente:
a+b+ec, a—2b+2c, 3a+2b—3c, —a—b—c¢

(2)- ()

4 Si3(z,y,2) +5(—1,2,3) = (4,1, 3), calcular z, y, 2.

3 Hallar las componentes a,, 4, y a3 cuando

5 (a) Six+0 =0, ;qué se puede decir de las componentes de x?
(b) SiOx = 0, ;qué se puede decir de las componentes de x?

6 (a) Probar que la ecuacién vectorial

+(4)+(3)-(3)

equivale a dos ecuaciones con dos incégnitas, , y. Hallar la solucién.
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(b) Probar que no hay dos nimeros x, y tales que

(D)D)

7 Resolver la ecuacién vectorial 4x — 7a = 2x 4+ 8b — a en X, es decir despejar x en términos de a y b.

8 Expresar el vector (4, —11) como combinacién lineal de (2, —1) y (1,4).

9 Una compafiia petrolera puede convertir un barril de crudo en tres clases distintas de combustible. Sin
aditivos de plomo, sus producciones de las tres clases de combustible a partir de un barril de crudo vienen
dadas por el vector (2,2,4). Con el miximo de aditivos de plomo permitido legalmente las producciones
son (5,0,3). Supongamos que los efectos de los aditivos de plomo son proporcionales, es decir que al
usar una fraccién 8 del méximo permitido (0 < 8 < 1) se tiene la produccién (1 —6)(2,2,4)+6(5,0, 3).

(a) (Es posible que la compaiiia produzca los siguientes vectores?
@) (31,33 (@) (4,535 (i) (1,6,9)
(b) En caso afirmativo, ;qué proporcion de aditivos de plomo legalmente permitidos hay que usar en cada
caso?

12.3 INTERPRETACIONES GEOMETRICAS DE LOS VECTORES

La palabra “vector” viene del latin y significa, a la vez, “transporte” y “pasajero”, o “el que es
llevado”. En particular, la palabra tiene relacién con el acto de mover una persona u objeto de un
lado a otro. Se puede describir este desplazamiento en el plano zy por la distancia a; que se mueve
en la direccion del eje = y por la distancia a; que se mueve en la direccién del eje y. Por tanto, una
traslacién en el plano estd univocamente determinada por un 2-vector (a;,a,). Geométricamente
hablando, esta traslacion se puede visualizar por una flecha con origen en el punto P y extremo en
el punto Q. Si desplazamos la flecha paralelamente a si misma de tal manera que su origen sea P’
y su extremo @', la flecha resultante describird la misma traslacién, porque sus componentes T € Y
siguen siendo a; y a,, respectivamente. Véase Figura 12.1.

FIGURA 12.1

El vector de P a @ se designa por P_Cj y lo llamamos vector geométrico o segmento orientado.
Dos vectores geométricos con la misma direccién y longitud se llaman iguales (de manera anéloga a
c6mo las fracciones 2/6 y 1/3 representan el mismo nimero).

Supongamos que el vector geométrico a produce una traslacién de P = (p1,p2) a Q@ = (q1, ¢2)-
Entonces el par (a;, a;) que describe la traslacién en las direcciones = e y viene dado por a; =
g1 — D1, G2 = @2 — P2 o por (ay,az) = (q1,42) — (P1,D2). Esto se ilustra en la Figura 12.2.
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Q=(q,q) =@ +a,pm+0a2)

a

D1 él
FIGURA 12.2

Por otra parte, si se da €l par (a1, az), la traslacién correspondiente se obtiene moviendo a;
unidades en la direccion del eje = y a, unidades en la direccién del eje y. Si partimos del punto

P = (py, p2) llegamos al punto () de coordenadas (g;, ¢2) = (p1 + a1, P2+ a,) (véase Figura 12.2).
La correspondencia que acabamos de describir muestra que es simplemente materia de conve-
niencia el considerar a un vector como un par ordenado de nimeros (a;, a;), 0 como un segmento

orientado I—’a (Figura 12.2).

Interpretaciones geométricas de las operaciones
vectoriales

Cuando representamos los vectores por segmentos orientados, las operaciones vectoriales a + b ,
a — b y ta operaciones vectoriales a + b, y ta tienen interpretaciones geométricas interesantes. Sean
a = (a;,a) y b = (b, b,) ambos partiendo del origen (0, 0) del sistema de coordenadas.

4 B (a1 +b1,a2 + b)) T e . Q

(brbo) " S b B S
/’ :: /’ ::bz

a+b ,’/ f a+b E

b b2l b [
(ay, a2) : P"l——l—’l—iT

2 T

— o & &
FIGURA 12.3 FIGURA 12.4

La suma a + b, representada en la Figura 12.3, es la diagonal del paralelogramo construido
sobre a y b. La razén geométrica de esto queda patente en la Figura 12.4, en la cual los tridngulos
OSR y PTQ son iguales (congruentes). Ademas OR es paralela a PQ) y, como tienen la misma
longitud, OPQR es un paralelogramo. Esta es la ley del paralelogramo para sumar vectores, que
resultard familiar a quien haya estudiado fisica: Si a y b representan dos fuerzas actuando sobre
una particula en O, la fuerza tinica combinada a + b produce el mismo resultado actuando sobre la
particula. También se representa en la Figura 12.5 la regla del paralelogramo para sumar vectores.
Una manera de interpretar esta figura es que si la traslacién de vector a lleva el punto O sobre P
y la de vector b lleva P sobre (), entonces la traslacién combinada a + b llevard O sobre Q. En
la Figura 12.6 se da una interpretacion geométrica del vector a — b. Nétese la direccién del vector
geométricoa —b y que b+ (a —b) = a.

La interpretacién geométrica de ta, donde ¢ es un nimero real cualquiera, es clara también. Si
t > 0, entonces a es el vector que tiene la misma direccién que a y cuya longitud es ¢ multiplicado
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Q

b+(a—b)=a

FIGURA 12,5 FIGURA 12.6

por la de a. Sit < 0, se invierte la direccién y la longitud se multiplica por el valor absoluto de
t. De hecho, multiplicar por ¢ es lo mismo que cambiar de escala el vector a; por esto se llama al
nimero ¢ un escalar. ' ‘

Interpretaciones geométricas de los vectores de un
3-espacio y de un n-espacio »

Hemos representado un punto o un vector del plano (llamado también 2-espacio y designado por
R?) por un par de nimeros reales, usando dos ejes de coordenadas mutuamente ortogonales. De
forma andloga se pueden representar puntos o vectores de un 3-espacio R* por tenas de niimeros
reales usando tres rectas mutuamente ortogonales. En la Figura 12.7 se representa un sistema de
coordenadas de este tipo. Las tres rectas mutuamente ortogonales que se cortan en el punto O de la
Figura 12.7 se llaman ejes de coordenadas. Se les llama usualmente el eje z, el eje y y el eje 2. El
plano determinado por los ejes z € y suele ser el horizontal, con el eje z atravesiandolo verticalmente.
Se eligen unidades de medida de longitud sobre.cada eje, y se selecciona una direccién positiva sobre
cada uno de ellos, representada por una flecha.

Asi, todo punto P del espacio, tiene asociada una terna de nimeros (a, a;, a3) que describe
su posicién, como se indica en la Figura 12.7. Reciprocamente, es claro que toda terna de mimeros
representa de esta forma un punto del espacio. Noétese, en particular, que cuando a3 es negativo,
el punto (a;, a,,as) estd debajo del plano zy, para el que es 2 = 0. En la Figura 12.8, hemos
construido el punto de coordenadas (—2, 3, —4).

z z

FIGURA 12.7 FIGURA 12.8

Se puede considerar, de manera obvia, a todo 3-vector (a;, @z, a3) como un vector geométrico
o traslacién en el 3-espacio R®. Como en el caso del plano, hay una correspondencia natural entre
ternas ordenadas (a;,ay,as3) y vectores geométricos considerados como segmentos orientados. La
ley del paralelogramo para la suma sigue siendo vélida en R?, asf como la interpretacién geométrica
de la multirlicacién de un vector por un escalar. '
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Aunque, para n > 4, el conjunto R™ de todos los n-vectores no tiene interpretacién espacial
natural, seguimos usando el lenguaje geométrico cuando estudiamos las propiedades de R™, porque
muchas propiedades de R? y R® se trasladan a R™.

Problemas

1Seana = (5,—1) y b = (—2,4). Calcular a + b, ——%a y representarlos graficamente por vectores
geométricos que parten del origen de coordenadas.

2 Seana=(3,1),b=(—1,2) yx= (1 — A)a+ Ab.
(a) Calcular x para A = 0, 1/4, 1/2, 3/4 y 1. Representarlos grificamente.

(b) (Cudl es el conjunto de los puntos x cuando A recorre todos los nimeros reales entre 0 y 1? Probar
que, si A recorre todos los nlimeros reales, -€l conjunto anterior es la recta que pasa por los puntos

(37 1) y (_112)'
3 Seana = (1’2') 1) y b= (_370a —2)
(a) Hallar los ndmeros reales x; y &, tales que Ta + Tb = (5,4,4).

(b) Probar que no existen nimeros reales ; y , que verifiquen z;a + z;b = (—3,6,1).

4 Dibujar un sistema de coordenadas tridimensional y, en €I, los puntos
P =(3,0,0), Q = (0,2,0), R =(0,0,—4), S =(3,-2,4
(Para S hay que hacer un dibujo semejante al de la Figura 12.8.)

5 Hallar qué figura geométrica forma el conjunto de todos los puntos (x, ¥, 2) de un 3-espacio en los casos
siguientes:

(a) y=2, z=3 (z varialibremente) b) y=z (2 varia libremente)

12.4 EL PRODUCTO ESCALAR

Consideremos de nuevo el ejemplo- de la tienda de la Seccién 12.2. Supongamos ahora que los
precios unitarios de los n bienes distintos son p;,pa,...,Pn, respectivamente. El valor de la
cantidad z; del bien j-ésimo serd entonces p;T;. Asi, el valor total del vector de cantidades
a=(ay,as,...,an)es

D10y + P2ay + - - - + Pnly (*)
Si llamamos vector de precios a p = (py, P2, - - -, Pn), €l nimero (%) se llama el producto escalar

de p por a. Se le denota normalmente por p-a. En general se tiene la siguiente definicién (formulada
para vectores fila):

Producto escalar

El producto escalar de dos n-vectores a = (aq,aa,...,a,) Yy b = (b1, bs,...,by) se define
por la expresién '

n
a-b=ab +ak+- - +apbh, = Zaibi (12.13)
i=1
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Noétese que el producto escalar de dos vectores no es un vector sino un nimero (o escalar). Se
obtiene multiplicando todos los pares (a;,b;) de las componentes de los dos vectores a y b que
ocupan el mismo lugar y luego sumando los resultados. Nétese que a - b estd definido solamente si
a y b tienen la misma dimensién.

Ejemplo 12.6
Sia=(1,-2,3)yb=(-3,2,5), hallar a - b. -
Solucion:
a-b=1-(-3)+(-2)-2+3-5=8
Ejemplo 12.7

La persona A va a una fruteria y compra 3 kg de cerezas, 4 kg de peras, 3 kg de naranjas y
5 kg de manzanas. La persona B compra 2 kg de cerezas, nada de peras, 2 kg de naranjas
y 4 kg de manzanas. Supongamos que los precios por kilo son: cerezas 0,758, peras 0,60%,
naranjas 0,50% y manzanas 0,40$. Designemos por x4 y xp a los vectores de compras de las
personas A y B, respectivamente, y por p = (0,75, 0,60, 0,50, 0,40) al vector de precios.
(a) (Cual es el vector total de compras de las personas A y B juntas? ;Cudnto cuesta?

(b) Comprobar que el coste de la compra de A mas el de la de B es el total que se hallé en

la parte (a).

Solucion:
(a) El vector de compra total de Ay B es

XA +XB = (3a4a 375) + (27 0,2, 4) = (5)4, 5, 9)
cuyo precio es de
p- (x4 +xp) = (0,75, 0,60, 0,50, 0,40) - (5,4,5,9)
=0,75-5+0,60-440,50-540,40-9
que totaliza 12,25$.
(b) El coste de la compra de A es
p-x4=075-34+0,60-44+0,50-3+0,40-5= 8,15
yel delade B es
px8=075-2+0,60-0+0,50-2+0,40-4 = 4,10
y 8,15+ 4,10 = 12,25.
Ejemplo 12.8
Hay que conducir un automévil de la ciudad A a la C. Hay varias carreteras posibles, pero
todas pasan por uno de los tres puentes By, B,y Bs. Los nimeros de la Figura 12.9 significan
cudntas carreteras unen las ciudades a los puentes. Por ejemplo, hay cinco carreteras de A a
B,. Se pueden agrupar en vectores estos nimeros. Sea P = (3,5,2) el vector que representa el
nimero de carreteras de A a By, B, y Bs, respectivamente y Q = (4,2, 1) el que representa

el mimero de carreteras de By, B, y B3 a C. ;De cudntas maneras podemos ir de A a C sin
cruzar mas de un puente?

Solucién: Se puede ir de A a B, por 3 carreteras distintas. Elegida una de ellas, hay 4 distintas
para ir de B; a C. Por tanto, hay 3 - 4 posibilidades para ir de A a C pasando por B;.
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FIGURA 12.9
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Razonando de la misma forma para los puentes B, y B se ve que el niimero total de rutas

distintages
3-445-2+4+2-1=24

que es precisamente el producto escalar de P por Q.

Damos un cuadro de propiedades importantes del producto escalar:

Reglas para el producto escalar
Si a, b y ¢ son n-vectores y « es un escalar, entonces
a-b=b-a (a)
(12.14)
a-(b+c)=a-b+a-c (b)
(ca)-b=a- (ab) = a(a-b) \ (c)
a-a>0 < a#0 (d)
Las reglas (a) y (c) son triviales. Para probar (b), consideremos los vectores a = (a1,-..,an),

b= (b,...,bn) y c=(c1,...,Cn). Se tiene que
a-(b+c)=(a,...,an)  (by+ci,...,bn+cp)
=a1(b1+cl)+-'-+an(bn +Cn)
=aby+ - -+ apbp + @11+ + ancn
=a-b+a-c

Para demostrar la regla (d) basta notar que a-a = a? + a2 +- - - +a2. Esto es no negativo siempre,

y es cero si y sélo si todas las a; son 0.

Longitudes de vectores y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz

Sea a = (a1, ay,...,0y); la longitud o norma del vector a, que se designa por ||a||, es el nimero

|lal| = va-a, 6

llall = v/a} + a2+ -+ a2

(12.15)



314  Capitulo 12/ Algebra lineal: vectores y matrices

Usando (12.15) definimos la distancia euclidea entre los dos n-vectores a = (@;,82,...,a,) ¥
b = (b1, b,,...,bs) como

lla = b|| = /(a1 = b1) + (@2 = b2)? + -+ + (an — bn)? (12.16)

Para n = 2 esta definicién coincide con el concepto usual de distancia (véase (2.2), Seccién 2.3).
Para n = 3 se puede comprobar la definicién (12.16) estudiandd las Figuras 12.10 y 12.11.

N

las — b3

Q = (b1, b2, b3)
laz — by

a1 — bi|

FIGURA 12.10 FIGURA 12.11

Hallemos primero la longitud de la diagonal de una caja rectangular cuyos lados tienen longitu-
des a, b y ¢, como se recoge en la Figura 12.10. Por el teorema de Pitdgoras, (PR)? = a®+, luego
(PQ)? = (PR)*+(RQ)* = a*+b*+ 2, y asi la longitud de la diagonal es PQ = /a2 + b + c2.

En la Figura 12.11 queremos hallar la distancia entre los puntos P y () de coordenadas respec-
tivas (ay, @, as3) y (b1, b2, b3). Vemos que esos puntos son vértices diagonalmente opuestos de una
caja rectangular con lados de longitud @ = |a; — by, b= |a, — by y ¢ = |as — bs|.

Asi, (PQ)?, el cuadrado de distancia de P a Q, es igual a a® + b* + ¢ = |a; — b |*> + |a; —
b)? + lag — bs|? = (a1 — b;)? + (a2 — by)* + (a3 — b3)%. Asi, la distancia entre (a;, az,a3) y
(b1, b2, b3) es

d= \/(al —b1)2 + (a2 — by)* + (a3 — b3)?
lo que coincide con (12.16).

En el Problema 12 de la Seccién 3.1 se trataba de demostrar una desigualdad famosa. Usando
la notacién que hemos introducido, se puede expresar (3.5) en la forma

la-b| <||a||-||b|]| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) (12.17)

Ejemplo 12.9

Comprobar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para los dos vectores a = (1,—2,3) y b =
(—3,2,5) del Ejemplo 12.6.

Solucion: Tenemos que

|lal| = V 24+ (=2)2 4+ 3% = \/ﬁ, [b|| = ,/(—3)2+22+52 = /38

Vimos en el Ejemplo 12.6 que el producto escalar de esos vectores es 8. Por tanto, la desigual-
dad (12.17) dice que 8 < /144/38, lo que es cierto.
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Ortogonalidad

En la Figura 12.12 se representan tres vectores, a, by a — b en R? 6 R®. Por el Teorema de
Pitgoras, el 4dngulo 6 de los vectores a y b es recto (= 90°) si y sélo si (OA)?+(OB)? = (AB)?,
6 ||a])® + ||b]|*> = ||a — b]|2. Esto implica que § = 90° si y sélo si

a-a+b-b=(a—b)-(a—b)=a-a—a-b=b-a+b-b (%)

FIGURA 12.12

Como a-b = b a, Ia igualdad (*) se verifica si y s6losi2a-b = 0, luego sia-b = 0. Se dice
que los dos vectores a y b son ortogonales si forman un 4ngulo de 90°, y se escribe a L b. Hemos
probado asi que dos vectores de R? o R* son ortogonales si y sélo si su producto escalar es 0. En
simbolos:

alb < a-b=0 (12.18)

Para pares de vectores de R” definimos la ortogonalidad entre a y b mediante (12.18). El concepto
de ortogonalidad se usa muy a menudo en econometria. Reaparecera en este libro en la Seccién 12.5
y en la Seccién 14.6, donde consideraremos “matrices ortogonales”.

Nota: Para entender el contenido de esta nota hace falta trigonometria elemental —ver Apéndice C.
Sean a y b dos vectores en R™. Se define el dngulo 6 que forman por la relacién
a-b
cosf = ————— (@ € [0,7)) (12.19)
[lal} - ||b]] ’

La definici6n (12.19) tiene sentido porque (12.17) implica que el miembro de la derecha tiene valor
absoluto < 1. Nétese también que, segiin (12.19), cos§ = 0 si y s6lo si a - b = 0. Esto concuerda
con (12.18) porque, para 8 € [0, 7], es cosf = 0 si y s6lo si § = 7 /2.

Problemas
1 Si
() =)

calculara-a,a-bya-(a+b). Comprobarquea-a+a-b=a-(a+b).

2 Seana = (1,2,2),b = (0,0,—3) y ¢ = (—2,4, —3).
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10

11

(a) Calculara-b,b-a, (a+b)-c,a-c+b-c,a-(3b)y3a-b. Luego comprobar todas la propiedades
(12.14) para esos vectores.

(b) Calcular |[al], ||b]] y [|e].
(c) Comprobar (12.17) paraa y b.

Averiguar cudles de los pares siguientes de vectores son ortogonales:

(a) (1,2)y (—271) (b) (lv_lal) y (_1717_1) (C) (aa_ba l)y (b,a,O)
(Para qué valores de z es cero el producto escalar de (z,z — 1,3) y (z, z,3x)?

(Para qué valores de z son ortogonales (z,—z — 8,z,x) y (z,1,—-2,1)?

Una empresa constructora tiene un pedido de tres tipos de casas: 5 de tipo A, 7 de tipo B y 12 de tipo
C. Escribir un 3-vector x cuyas coordenadas sean el ndmero de casas de cada tipo. Supongamos que
cada casa del tipo A necesita 20. unidades de madera, del tipo B 18 unidades y del tipo C' 25 unidades.
Escribir un 3-vector u cuyas coordenadas sean las cantidades de madera requeridas por los tipos A, B y
C. Hallar cuanta madera se necesita en total, calculando el producto escalar u - x.

Probar que, si a y b son n-vectores, entonces
(a+b)-(a+b)=a-a+2a-b+b-b

Siay b son n-vectores, probar la desigualdad triangular ||a+b|| < ||a|| 4 ||b||. (Indicacién: Comenzar
en ||a+ b||* = (a + b)(a + b). Puede que se necesite usar (12.17).)

Una empresa produce cantidades no negativas 2y, 2;, . . ., 2, de n bienes distintos, a partir de cantidades

no negativas &, Is,...,Tn de los mismos n bienes. Para cada ¢ = I,...,n se define la produccién

neta del bien ¢ como y; = z; — x;. Sea p; el precio unitario del bien ¢. Sean p = (py,...,pPn), X =
(1, ...,%n) (el vector de inputs), y = (y;, ..., Yn) (el vector de produccién neta) y z = (zy,...,2,)
el vector de produccién).

(
(a) Calcular los ingresos y costes de la empresa.
(

b) Probar que los beneficios estdn dados por el producto escalar p - y. ;Qué ocurre si p - y es negativo?

Una empresa tiene dos plantas que producen tres bienes. Sus recursos laborales son constantes. Cuando
se asigna a la primera planta una fraccién A de estos recursos laborales y la fraccién 1 — A a la segunda
(con 0 £ A £ 1), 1a produccién total de los tres bienes estd dada por el vector

8 2
,\<4>+(1-A)<6)
4 10

(a) Sino se pierde produccién, averiguar si los dos vectores de produccién siguientes son posibles:

5 7
6) (5) (i) (5)
7 5

(b) (Coémo cambian las respuestas a la parte (a) si se puede perder parte de la produccién?

(¢) ¢Coémo depende de la fraccién ) la funcién de maximizacién de ingresos cuando las ventas se realizan
a los precios respectivos (p1, p;,p3)? (Qué condicién deben verificar los precios para que ambas
plantas sigan en uso?

Una empresa produce el primero de dos bienes usando el segundo como materia prima, y su vector neto

de produccién (ver Problema 9) es ( _T . El vector de precios es (1,3). Hallar: (a) el vector de inputs,
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(b) el vector de producci6n, (c) los costes, (d) los ingresos, (e) el valor de la producci6n neta y (f) los
beneficios o pérdidas.

12.5 RECTAS Y PLANOS

Sean a = (a1, @2,a3) y b = (b, by, b3) dos vectores de R>. Imaginémoslos como flechas que van
desde el origen a los puntos de coordenadas (a1, @z, as) y (b1, b2, b3). La Figura 12.13 representa a
la recta L que pasa por €sos puntos.

\

FIGURA 12.13

Sea ¢ un nimero real y pongamos x = a 4 t(b — a) = (1 — t)a + tb. Entonces, parat = 0
esx =ayparat =1 es x =b. En general, por la regla geométrica de sumar vectores vemos que,
cuando t recorre todos los mimeros reales, x recorre la recta L.

Damos la siguiente definicién en R”:

Una rectaen R"

La recta L que pasa por a = (a),...,an) y b = (by,...,by) es el conjunto de todos los
x ={z1,...,Zy) de la forma

x=(1—t)a+th (12.20)

para algin niimero real £.

En coordenadas, (12.20) es equivalente a

1= (1—-t)a)+tb,z, = (1 —t)az + thy, ...,z = (1 — t)a, + th, (12.21)
Ejemplo 12.10
Hallar la recta de R® que pasa por los puntos (1,2,2) (—1,—1,4). ¢Dénde corta al plano
.’131232?

Solucién: Segin (12.21), las ecuaciones de la recta son:
z=(1-1)-14+¢-1)=1-2¢
Tr=(1—-1)-2+t-1)=2-3¢
z3=(1—-1%)-24+t-4=2+2t
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Esta recta corta al plano 1z, cuando 3 = 0. Entonces 2 + 2t = 0, luego t = —1, lo que
implica que z; = 3 y £, = 5. Asf la recta corta al plano z,x, en el punto (3,5,0), como se
ve en la Figura 12.14.

Sea p = (p1,...,Pn) un punto de R*. La recta L que pasa por (pi,...,pn) y tiene la
direccién del vector a = (a;,...,ay) viene dada por
x=p-+ta (t un nimero real cualquiera) (12.22)

Esto debe ser evidente a partir de la Figura 12.15, donde Aesp, Besx=p+a, Cesp+ %a, D
esp— 41a, y asi sucesivamente.

T

FIGURA 12.14. FIGURA 12.15

Hiperplanos

Consideremos primero un plano P de R? que pasa por el punto a = (a;,a;,as) y tiene a p =

(p1, p2,p3) # (0,0,0) como vector normal. La Figura 12.16 representa esta situacién. Decir que

el vector p es normal al plano P equivale a decir que p es normal (ortogonal o perpendicular) a

cualquier recta del plano. Asi, si X = (1, Z,Z3) es un punto arbitrario de P, entonces el vector

x — a es ortogonal a p. Por tanto, el producto escalar de p y x — a debe ser 0, luego
p-(x—a)=0

En coordenadas esto equivale a

(P1, P2, P3) - (T1 — @1, T2 — G2, T3 — a3) =0 (12.23)

FIGURA 12.16
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Asi (12.23) es la ecuacién general de un plano de R que pasa por a = (ay, a;, a3). Nétese que los
coeficientes (p1, P2, p3) de Z1, Tz, T3 representan un vector no nulo normal al plano.

Ejemplo 12.11
Hallar la ecuacién del plano de R® que pasa por a = (2,1,—1) y tiene a p = (—1,1,3) como
vector normal. ;Corta a este plano la recta del Ejemplo 12.10?

Solucién: Usando (12.23), la ecuacién es -

[«N

—x + T2+ 323 = —4

Si la recta de ecuaciones £; =1 — 2¢, z, =2 — 3t y &3 = 2 + 2{ corta a este plano, se debe
tener
—(1-20)+(2-3)+32+2t)=—4

Resolviendo esta ecuacién en ¢ se obtiene ¢ = —11/5, luego el punto de interseccién es
T =—1+2-(-11/5)=27/5
Ty =2-3-(—11/5) = 43/5
T3 =2+2-(—11/5) = —12/5

De forma andloga al caso de lo planos de R?, introducimos la siguiente nocién general en R™.

Un hiperplano en R"
El hiperplano que pasa por a = (ay,...,a,) y es ortogonal al vector p = (py,...,pn) £ 0
es el conjunto de todos los puntos X = (4, ..., ZT,) que verifican

p-(x—a)=0 (12.24)

Nétese que, si el vector normal p se sustituye por el multiplo escalar sp, con s # 0, el conjunto de
vectores x que verifican la ecuacién del hiperplano no varia.
Usando coordenadas, un hiperplano tiene una ecuacion del tipo

pi(z1 —a1) + P22 — a2) + - + Po(Tn —an) =0 (12.25)
6 1Ty + Pay + - - - + Pnan = A, donde A = pia; + praz + - - - + Pnan.
Ejemplo 12.12 .
Una persona con una cantidad 77 para gastar en 7 bienes diferentes, de precios unitarios res-
pectivos Py, P2, . .., Pn, se puede permitir cualquier vector de compras X = (L1, T2,...,Tn)
que satisfaga la desigualdad presupuestaria
P1T1+ P2y + 0+ Poln S M (12.26)
Cuando hay igualdad en (12.26) el hiperplano resultante se llama el hiperplano presupuestario
cuyo vector normal es el de precios (p1, P2, - . -, Pn)-
Normalmente se supone implicitamente que z, > 0, £, > O, ..., £, > 0. (Véase la

Figura 15.4 de la Seccién 15.2 para el caso n = 3.) Noétese que en la Figura 15.4, el vector
(p, g, ) es normal al plano.
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Problemas

1 Hallar la ecuacién de la recta:
(a) que pasa por los puntos (3, —2,2) y (10,2, 1).
(b) que pasa por el punto (1,3, 2) y tiene la direccién del vector (0, —1,1).

2 Se da la recta L por las ecuaciones z; = —t +2, z, = 2t — ltm3 =1+3.
(a) Comprobar que el punto a = (2, —1,3) estd en L, pero que (1,1, 1) no lo est4.
(b) Hallar la direccién de L.
(c) Hallar la ecuacién del plano que pasa por a y es ortogonal a L.
{d) Hallar el punto en que L corta al plano 3z; + 5z, — z3 = 6.

3 Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (3,4, —3), (5,2,1) y (2, —1,4).

4 (a) Probar que a = (—2,1, —1) es un punto del plano —z + 2y + 3z = 1.
(b) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por a y es perpendicular al plano de la parte (a).

12.6 MATRICES Y OPERACIONES CON MATRICES

Una matriz es un rectingulo de nimeros, considerado como una entidad. Se le delimita con parén-
tesis o corchetes. Cuando la matriz tiene m filas y n columnas se dice que es una matriz m-por-n
(6 m x n). Normalmente designamos a una matriz por letras negritas mayisculas como A, B, y
asi sucesivamente. Sin embargo, cuando una matriz tiene solamente una fila, se la considera como
un vector fila y se la designa por una letra negrita mindscula. Analogamente se consideran como
vectores columna a las matrices con una unica columna. En general una matriz m X n es de la

forma
an  an Q1n
a2 4x»n ... Q2p
A= . . . (12.27)
Gmiy Am2 .-+ Omnp

Se dice que esta matriz tiene orden X 7. Los mn nimeros que forman A se llaman sus elementos.
En particular, a;; designa al elemento en la fila i-ésima y en la columna j-ésima. Nétese que se
conviene: (a) que el nimero de filas precede al de columnas al indicar el orden de una matriz y (b)
que el nimero de fila precede al de columna al escribir los subindices de un elemento. Por razones
de brevedad, la matriz m x n de (12.27) se denota por (@i;)mxn 0, més sencillamente, por (a;;) si
no hay lugar a confusion con el orden.

Ejemplo 12.13
-1 2
3 =2 8 5
A=(5 8), B=(-1, 2, V3, 16), C= 7%
1 1

son matrices. De ellas, Aes2Xx 2, Bes1 x4y Ces4Xx2. Porejemploes ay; =5y c3=6.
Noétese que by no estd definido porque B tiene sélo una fila.

Ejemplo 12.14
Construir la matriz A = (a;;)ax3 de orden 4 X 3 donde a;; = 21 — j.
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Solucién: La matriz A tiene 4 - 3 = 12 elementos. Como a;; =2t — j,ap =2-1—-1=1,
ap=2-1—2=0,a13=2-1~- 3= —1, y asf sucesivamente. La matriz completa es

2-1-1 2-1-2 2-1-3 1 0 -1

A= 2-2—-1 2-2—-2 2-2-3] |3 2 1
“12:3-1 2-3—-2 2:3—-3]) 1|5 4 3
2:4—-1 2-4-2 2-4-3 N7 6 5

Una matriz con ¢l mismo nimero de filas que de columnas (esto es, m = n) se llama una
matriz cuadrada de orden n. Si A = (@;j)nxn, los elementos a1y, d, . . . , Gnp forman la diagonal
principal de la matriz, que es la que va del elemento a,; arriba a la izquierda al a,, abajo a la
derecha. Por ejemplo, la matriz A del Ejemplo 12.13 es una matriz cuadrada de orden 2, cuya
diagonal principal consta de los nimeros 3 y 8.

Ejemplo 12.15
Consideremos el sistema lineal general
anT; + apT; + -0+ AR, = b
LA Ty + anZy + o+ GmZn = b (%)
1Tt + GmaZy + 0 + GpnTn = bn

de m ecuaciones con 7 incégnitas. Es natural representar los coeficientes de las incdgnitas z;
de (*) por la matriz A de orden m X n de (12.27). En este caso, A se llama la matriz de los
coeficientes de (x). Por ejemplo, la matriz de los coeficientes de

3y — 22+ 623 = 5 (3 —2 6)
€s

5$1+ $2+2m3:—2 5 1 2
Ejemplo 12.16
Consideremos una cadena de almacenes con cuatro centros Bi, B, B3 y By, que vende cada
uno ocho bienes diferentes Vi, V2, ..., V3. Designemos por a;; al valor en d6lares de las ventas

del bien V; en el centro B; durante un cierto mes. Una manera de registrar estos datos es usar
la matriz 8 X 4 u “hoja de calculo” (en lenguaje puramente informdtico)

an Gp2 413 A
a1 G2 Q423 axu

A= . . . .

Qg Aag; Gg3 0Gg4

Las 8 filas se refieren a los 8 bienes, mientras que la 4 columnas se refieren a los 4 centros. Por

ejemplo, si ay;3 = 225, esto significa que las ventas del bien 7 en el centro 3 fueron de 2253
durante ese mes.

Operaciones con matrices

Hemos considerado a las matrices como rectangulos de nimeros que pueden ser Utiles para almacenar
informacién. Pero la verdadera razén de introducir las matrices es que se puede operar con ellas de
una manera en cierto modo semejante a las reglas generales del Algebra.

Primero definamos lo que entendemos por igualdad de matrices. Si A = (@ij)mxn Yy B =
(bij)mxn son dos matrices m X n, diremos que son iguales y escribiremos A = B, cuando a;; = b;;
para todo ¢ = 1,2,...,my j = 1,2,...,n. Asi, dos matrices A y B son iguales si tienen las
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mismas dimensiones y si son iguales los elementos que ocupan el mismo lugar. Si A y B no son
iguales escribimos A # B.

Ejemplo 12.17
3 t-1 t 2v
. A - 2
(Cuéndo es (Zt u ) = (u 1 ¢ )

Solucién: Ambas son matrices 2 X 2. Por tanto, la igualdad equivale a que 3 =%, — 1 = 2v,
2t =u+1yu =t+ w. Resolviendo esas ecuaciones, se deduce que las dos matrices son
iguales si y s6losit = 3,v = 1,u = 5 y w = 2. En este caso ambas matrices son iguales a

3 2
(¢ 3)
Adicion y multiplicaciéon por un escalar

Volvamos al Ejemplo 12.16, donde la matriz A de orden 8 X 4 representa los valores en délares de
las ventas totales de los § bienes en los 4 centros durante un cierto mes. Supongamos que los datos
del mes siguiente se almacenan en otra matriz B = (b;;)sx4 aniloga. Los ingresos totales por las
ventas de cada bien durante esos dos meses se pueden describir por una nueva matriz C = (Cij)gx4
donde c;; = a;j + b;j parat =1,...,8y j = 1,...,4. Esta matriz C se llama la “suma” de A y
B y se escribe C = A + B.

En general, si A = (@ij)mxn ¥ B = (bij)mxn, definimos la suma de A y B como la matriz
(aij + bij)mxn. Asi

A+B= (aij)mxn + (bij)an = (az'j + bz'j)mxn (12.28)

Esta formula quiere decir que se suman dos matrices del mismo orden sumando los elementos que
ocupan el mismo lugar.
Si a es un nmimero real, definimos aA por

oA = a(ij)mxn = (Qij)mxn (12.29)
Asi, para multiplicar una matriz por un escalar, se multiplica cada elemento de la matriz por ese
escalar. Volviendo a la cadena de almacenes, la ecuacién matricial B = 2A querrd decir que todos
los elementos de B son el doble de los elementos correspondientes de A —esto es, que los ingresos

por ventas de cada bien en cada almacén se han duplicado exactamente de un mes para el otro. (Por
supuesto, esto es algo bien poco probable.)

Ejemplo 12.18
Calcular A + B, 3A 'y (—1)B si

1 2 0 01 2
A=(4 -3 —1) y B:(l 0 2)
Solucion:

{1 32 (3 6 0 e [ 0 -3 -1
A+B‘(5 -3 1)’ 3A‘(12 9 —3)’ (_E)B—(_% _1)

La matriz (—1)A se designa usualmente por —A y la diferencia A — B de dos matrices A y B
del mismo orden se define como A + (—1)B. En nuestro ejemplo de la cadena de almacenes, B — A
designa la variacién neta de los ingresos por la ventas de cada bien entre un mes y el 51gu1ente Los
elementos positivos representan aumentos y los negativos disminuciones.

[arl S
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Es fécil extraer unas cuantas reglas de operacién a partir de las definiciones que hemos dado
Sean A, B y C matrices m X n arbitrarias y sean ¢, 3 niimeros reales. Sea O la matriz m X n
cuyos elementos son todos iguales a cero, llamada la matriz cero. Se tienen las siguientes:

Reglas para adicion de matrices y multiplicacion por escalares

(A+B)+C=A+B+C) (a)
A+B=B+A (b)
A+O=A © | (1230

A+(-A)=0 (d)
(a+PA=aA+ [A (e)
a(A+B)=aA+oB (f)

Cada una de estas reglas se deduce directamente de las definiciones y de las reglas correspondientes
para ndmeros. -

En virtud de la regla (12.30)(a), no hay necesidad de poner paréntesis en expresiones como
A + B + C. Nétese también que las definiciones (12.28) y (12.29) implican que A + A + A es igual
a 3A.

Problemas
1 Escribir la matriz A = (aij)3x3, donde a;; = 1 parai =1,2,3y a;; =0 paras # j.
2 Escribir las dos matrices A = (@;;)2x3, donde (a) a;; =i+ j y (b) a;; = (1),

3 ;Para qué valores de u y v son iguales las dos matrices siguientes?

H—u? * 3 4 4 u
v 2u 5l=1v -3v u-—-v
6 u -1 6 v+5 -1

" 4 Calcular A + B y 3A para
01 1 -1
=(63) v ()

5 Calcular A+ B, A—B,y5A — 3B para

- (11) (1)
12.7 MULTIPLICACION DE MATRICES

Las operaciones matriciales que acabamos de definir son bastante naturales. La manera de definir la
multiplicacién de matrices no es tan automitica.> Una motivacién importante de esta definicién es la
manera en la que ayuda a expresar ciertas manipulaciones clave de las ecuaciones lineales.

2

Se puede estar tentado de definir el producto de dos matrices A = (Gij)mxn ¥y B = (b,-j)mxn de las mismas
dimensiones de esta forma: el producto de A y B es la matriz C = (€;j)mxn donde Cij = a,'jb,-j, es decir la que se
obtiene multiplicando elemento a elemento. Esta es una operacién matricial respetable y, en efecto, la matriz C se llama el
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Consideremos, por ejemplo, los siguientes dos sistemas de ecuaciones lineales

1 = buzy + biaz
21 = any + anyY: + a13y;

(1) (2) y2=buz; + bpz,
2 = an¥1 + a0y + a23Y3

Y3 = b3 zy + b3z

Las matrices de los coeficientes de esos dos sistemas de ecuaciones son, respectivamente,

by bi
A=<a11 aps a13) y B = b21 b22 (3)

Az G2 a3 by b

El sistema (1) expresa las variables z en funcién de las y, mientras que (2) expresa las variables
y en funcién de las z. Asi se podran expresar las variables z en funcién de las = simplemente
sustituyendo en (1) los valores de las y dados por (2).
Esto produce el siguiente resultado:
21 = ay(buy + baTy) + an(bnz; + bnts) + aa(byz + bns)
22 = @21 (b11T1 + b12T2) + ann(bn Ty + b2Ts) + a2 (b31T1 + bnts)
Desarrollando y sacando factor comiin las z, obtenemos

21 = (auby + anba + a13bay)T1 + (anibyy + anby + asbn)z:

4
2y = (G21b11 + @by + a23b31)T1 + (G21b12 + anby + anbyn)z, “)
La matriz de los coeficientes de este sistema es, por tanto,
_ anbuy + anby + abs  anbp + apbn + asbs (5)
a21b11 + anbor + axsbs az1biy + aby + axbs,;

Nétese que A es 2 X 3 y B es 3 X 2. Asi B tiene tantas filas como columnas tiene A. La matriz C es
2 X 2. Poniendo C = (c;j)2x2, vemos que ¢y; es igual al producto escalar del vector primera fila de
A y el vector primera columna de B. M4s atin, ¢, es el producto escalar del vector primera fila de
A y el vector segunda columna de B, y asf sucesivamente.
En general, ¢;; es el producto escalar del vector fila i-ésima de A y el vector columna j-ésima
de B.
La matriz C de (5) se llama la matriz producto de A y B y se escribe C = AB. Damos un
ejemplo numérico.
Ejemplo 12.19
1 0 3 ; g _{1-14+0-243-6 1:34+0-54+3-2\ (19 9
215 6 2 T\2-141-245-6-2-34+1-54+5-2/) " \34 21

Para generalizar los razonamientos que hemos hecho sobre las ecuaciones (1) a (5), suponga-

mos que en (1) hay unas férmulas que expresan las variables 2, ..., 2z, como funciones lineales
de yi,...,Yn y en (2) hay otras que expresan las variables y;,..., Yy, como funciones lineales
de xy,...,Tp. Por sustituciones de unas expresiones en otras (como antes) podemos expresar
Z1y...,2m como funciones lineales de T,...,T,. Estos cilculos nos llevan directamente a la

siguiente definici6n:

producto de Hadamard de A y B. Sin embargo, 1a definicién de multiplicacion de matrices que damos aqui es sin duda la
mas utilizada en 4lgebra lineal.
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Multiplicacién de matrices
Sean A = (@ij)mxn ¥ B = (bij)nxp. El producto C = AB es la matriz C = (C¢;j)mxp cuyo

elemento en la fila i-ésima y en la columna j-ésima es el producto escalar (12.31)

de la fila i-ésima de A por la columna j-ésima de B.

Cij = @by + aizbzj + -+ + Ginbp;

Una manera de visualizar la multiplicacién matricial es la siguiente:

ayg .. G ... Qin bi1 blP i e Gy -ee Cip
a1 ... Qi ... GQin l . bkl bkp = Ci1 ... |G| ... Cip
ami ... Gmk --- Omn bn1 bnp ¢ml ... Cmj ... Cmp

Nétese que el producto AB estd definido solamente si el nimero de columnas de A es igual al
nimero de filas de B. También, si A y B son dos matrices, entonces AB puede estar definido, aun -
cuando BA no lo esté. Por ejemplo, si A es 6 X 3 y B es 3 X 5, entonces AB esta definido (y es
6 X 5), mientras que BA no lo estd: no hay manera de obtener productos escalares de los 5-vectores
fila de B y los 6-vectores columna de A.

Ejemplo 12.20
Sean las matrices A y B dadas por
0 1 2 3 2
A=12 31 y B = 1 0
4 -1 6 -1 1

Calcular la matriz producto AB. ;Estd definido el producto BA?

Solucion: Aes3 X 3yBes3 X2, luego AB es la matriz 3 X 2 siguiente:

0 12 3] 2 -1 2
AB=|[2 31 1joj=1| [8 5
4 -1 6 —-1] 1 5 14

Hemos resaltado cémo se calcula el elemento de la segunda fila y primera columna de AB.
Es el producto escalar del vector segunda fila de A y el vector primera columna de B; éste es
2:343-1+1-(—1) = 8. El producto BA no esta definido porque el niimero de columnas de
B (= 2) no es igual al nimero de filas de A (= 3).

Nota: En el ejemplo anterior, AB estaba definido pero no BA. Aun en los casos en que AB y BA
estén definidos, no tienen por qué ser iguales. Véase el Problema 1 y la subseccién “Errores a evitar”
de la Seccién 12.8. Cuando existe el producto AB decimos que premultiplicamos B por A, mientras
que en BA postmultiplicamos B por A.

Ejemplo 12.21

Tres empresas A, B y C (también numeradas 1, 2 y 3) comparten este afio el mercado de un
cierto bien. La empresa A tiene el 20% del mercado, B tiene el 60% y C' el 20%. A lo largo
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del afio siguiente ocurren los siguientes cambios:

A conserva el 85% de sus clientes, cediendo a Bel 5% yaCel 10%
B conserva el 55% de sus clientes, cediendo a A el 10% y a C el 35% (1)
C conserva el 85% de sus clientes, cediendo a A el 10% y a B el 5%

Un vector de cuotas de mercado es un vector columna s cuyas componentes son no negativas y
suman 1. Definamos la matriz T y el vector de cuotas de mercado s siguientes:

0,85 0,10 0,10 0,2
T=|005 055 0,05 y s=[06
0,10 035 0,85 0,2

Nétese que t;; es la fraccién de clientes de j que se hacen clientes de ¢ en el periodo siguiente.
Asi, se llama a T la marriz de transicion.

" Calcular el vector Ts, probar que es también un vector de cuotas de mercado y dar una
interpretacién de él. ;Cémo se interpretan T(Ts), T(T(Ts)),...?

0,85 0,10 0,10\ /0,2 0,25
Ts=| 0,05 0,55 005 |06 ] =]{035 @)
0,10 035 085/ \0,2 0,40

Como 0,25 + 0,35 + 0,40 = 1, Ts es también un vector de cuotas de mercado. La primera
componente de Ts se obtiene del célculo

0,85-0,2 4 0,10- 0,6 + 0,10 - 0,2 = 0,25 3)

En esta expresion 0,85 - 0,2 es la cuotas de mercado de A que conserva después de 1 afio,
0,10 - 0,6 es la cuota que A gana de B y 0,10 - 0,2 es la cuota que A gana de C. La suma
en (3) es por tanto la cuota total de mercado de A después de un afio. Los otros elementos
de Ts tienen interpretaciones 'anélogas, luego Ts debe ser el nuevo vector de cuotas de mercado
después de un afio. Entonces T(Ts) es el vector de cuotas de mercado después de transcurrido
otro afio —es decir, pasados 2 afios—, y as{ sucesivamente. (En el Problema 4 se pide calcular
T(Ts).)

Solucién:

Sistemas de ecuaciones en forma matricial

Introdujimos la definicién (12.31) de multiplicacién de matrices para poder manipular sistemas de
ecuaciones. En efecto, podemos escribir los sistemas de ecuaciones lineales de forma muy compacta
usando la multiplicaciéon de matrices. Por ejemplo, consideremos el sistema:

3z, +4z, =35 (1)
7.’131—'2.’132:-‘2
Escribamos 3 s
_ 4 _ I _
) IR ) BT C N
Vemos que

_ 3 4 Ty 3z, + 4z,
luego (1) es equivalente a la ecuacién matricial

Ax=b
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Consideremos el sistema lineal general (12.1) y pongamos

an G2 ... Qn I by
a»n G ... a2 Iy b,

A= . . . , X = . ) b= . (12.32)
AGm1 Qm2 ... Gmnp Tn . bm

AsiAesm xnyxesn X 1. Se define la matriz producto Ax mediante (12.31) y es m X 1. Se
deduce que
anT+ a2+ + QnTn =b
a21T;+ anTr+ - -+ GnTn =0b
i 2 i T2 se puede escribir como  Ax=Db (12.33)

Gm1T1 + AmaT2 + ** * + CmnTp = by
Esta notacion tan concisa resulta ser extremadamente util.
Problemas

1 Calcular, si es posible, los productos AB y BA, para las matrices siguientes:

2 =2
(a) A=(‘3’ ”f),n:(‘i ‘;) (b) A:(’l‘ ; ‘Z),B=(4 3)
1 -5

0 .
-2 -1 0 31
(c) A= 4 , B=(0, =2, 3, 1) (d) A:( ) 4), B={-11
0 2
1
1 2 -3 3 -1 2 4 1 2
2S8anA=|5 0 2],B=1{4 2 51, =1{0 3 2 |. Hallar las matrices A + B,
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3

A — B, AB, BA, A(BC) y (AB)C.

1 2

3 Hallar todas las matrices B que “conmutan” con A = (2 3

) en el sentido de que BA = AB.
4 Calcular T(Ts) en el Ejemplo 12.21.

12.8 REGLAS PARA LA MULTIPLICACION DE MATRICES

Las reglas algebraicas para la suma de matrices y multiplicacién de una matriz por un escalar eran
naturales y faciles de comprobar. La multiplicacién de matrices es una operacién méas complicada y
debemos examinar cuidadosamente qué reglas vamos a aplicar. Ya sabemos que la ley conmutativa
AB = BA no se verifica en general. Sin embargo, las tres reglas importantes siguientes son validas.
Sean A, B y C matrices con dimensiones adecuadas para que estén definidas las operaciones que se
indican. Entonces:

(AB)C = A(BC) (ley asociativa) (12.34)
A(B+C) =AB + AC (ley distributiva a izquierda) (12.35)
(A+B)C=AC+BC (ley distributiva a derecha) (12.36)
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Nétese que hay que distinguir entre leyes distributivas a izquierda y a derecha porque, a diferencia
del caso de los nimeros, la multiplicacién de matrices no es conmutativa.

Ejemplo 12.22
Comprobar (12.34), (12.35) y (12.36) para las matrices siguientes:

1 2 (0 —1 - 1 1
a=(o 1) 8=(52) Te=(2 1)
Solucién:

Todas las sumas y multiplicaciones estdn definidas. Tenemos
6 3 6 3 1 1 12 9
AB:(3 2>’ (AB)C—(s 2)(2 1>=(7 5)
-2 -1 1 2 -2 -1 12 9
BC‘( 7 5)’ A(BC)‘<0 1)( 7 5)‘(7 5)

Asi, (AB)C = A(BC) en este caso. Ademds,

pec=(59) ameo=(3 1) (5 9)=(49)
AC=(; ?) AB+AC=(§ ;>+(; i):(lé g)

Por tanto A(B + C) = AB + AC. El lector podrd ya comprobar por si mismo la ley distributiva
a derecha.

Demostracion de (12.34);

Consideremos las matrices A = (Gi;)mxn» B = (Dij)nxpy C = (Cij)pxq. Es ficil ver que esas
dimensiones implican que (AB)C y A(BC) est4n definidas y son matrices 72 X ¢. Tenemos que probar que
tienen los mismos elementos.

Consideremos primero (AB)C. El elemento 7s de (AB)C es el producto escalar de la fila 7 de AB por la
columna s de C. Pero la fila 7 de D = AB es (dry,dy2,...,drp), donde d,; es el producto escalar de la fila
7 de A por la columna j de B. Asi .

n

drj = arlblj + ar2b2j +-r+ arnbnj = E a"ibij

i=1

Los elementos de la columna s de C son ¢y, Ca4,. - -, Cps. Por tanto, el elemento s de (AB)C es
b D n
driC1s + dracys + -+ + drpCps = Zdricﬂ = Z (Z aribij)st
j=1 j=1 \ i=l

(1)

P n
= Z (Z aribz’jcja>
j=1 N i=1

Consideremos ahora A(BC). El elemento s de esta matriz es el producto escalar de la fila r de A y de la
" columna s de BC. La fila 7 de A es (@r,@r2, - - -, Grp). La columna s de BC es (€)5, €35, - - - , €p5 ), donde

p
€is = b1 + bjcos + -+ + bipcpa = § :bijcjﬂ
Jj=1
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es el producto escalar de la fila ¢ de B y la columna s-ésima de C. Asf, el elemento s de A(BC) es

n n p
Qr1€15 + Qr2€25 + -+ + Qrp€png = E Api€ig = E ari( E bijcjs>
i=1 i=1 j=1
n p
= E < E aribijajs)
=1 '\ =1

Observando detenidamente las dltimas expresiones de (1) y (2) vemos que son iguales porque ambos son iguales
a la doble suma de todos los términos de la forma a”'bij Cjs cuando tvarfade 1 any j varia de 1 a p. Esto
prueba (12.34).

()

En virtud de (12.34), no se requieren paréntesis en un producto de matrices como ABC. Por
supuesto, lo mismo ocurre con productos de mds factores.

Dejamos al lector el ejercicio de probar (12.35). Probablemente lo mejor serfa probar pri-
mero (12.35) para el caso en que A, B y C sean matrices 2 X 2 , después de lo cual quedarfa mas
claro c6mo tratar el caso general. La demostracién de (12.36) es andloga.

La demostracién de (12.34) ha requerido un examen detallado de todos los elementos de las
matrices relevantes y lo mismo va a ocurrir para probar (12.35) y (12.36). Una técnica util en
dlgebra matricial es demostrar nuevos resultados usando (12.34) a (12.36), antes que descender al
detalle de examinar elementos. Por ejemplo, supongamos que hay que probar que, si A = (a;;) ¥
B = (b;;) son matrices 1 X 7, entonces

(A+B)(A+B) = AA + AB + BA + BB (+)
En virtud de (12.35) es
(A+B)(A+B)=(A+B)A+(A+B)B

Por {12.36) se tiene que (A + B)A = AA + BA y (A + B)B = AB + BB, a partir de lo cual se
deduce ya (*).

Potencias de matrices

Si A es una matriz cuadrada, la ley asociativa (12.34) nos permite escribir AA como A%, AAA como
A3 y asf sucesivamente. En general,

A" =AA---A (A repetida n veces) (12.37)

Ejemplo 12.23
1 —1

Sea A = (O 1 ) Calcular A? y A3, Emitir una hip6tesis sobre la forma general de A™ y

probarla por induccién sobre n. Para mas detalles sobre la induccion, véase la Seccion B.5 del
Apéndice B.

Solucién: Vemos que

2 a1 -2 5 a2, (1 -3 a3, (1 —4
A_AA_<O L), A=AA=(, ]), A'=AA=(, ]

La idea es por tanto que, para cada nimero natural 7,

St ®
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La comprobamos por induccién sobre . La férmula (*) es cierta para n = 1. Supongamos
que es cierta para n = k, esto es,
E_ (1 —k
“=(6 )

b aka (1 kY (1 =1\ =(1 —k—1
A _AA_(O 1)(0 1).‘(0 1 )

que es lo que obtendriamos en (*) poniendo n = k + 1. Si la hipétesis de induccién (*) es
cierta para n = k, hemos probado que también es cierta para n = k + 1. Asi () es cierta para
todo n.

Ejemplo 12.24
Supongamos que P y Q son matrices n X n tales que PQ = Q?P. Demostrar que (PQ)? =
QSP2.

Entonces

Solucién: La demostracién es sencilla si usamos la ley asociativa (12.34) y la hipétesis PQ =
QPP varias veces:

(PQ)* = (PQ)(PQ) = (Q’P)(Q’P) = (Q’P)Q(QP) = Q*(PQ)(QP)
= Q*(Q’P)(QP) = Q’Q*(PQ)P = Q’Q*(Q’P)P = Q’Q’Q’F* = QP
Serfa pricticamente imposible demostrar esta igualdad usando elementos. Nétese que (PQ)? no

es igual a P2Q”. En efecto, (PQ)* = (PQ)(PQ) = P(QP)Q = P(PQ)Q = P*Q* si PQ = QP,

pero esta ultima condicién no es necesaria.

La matriz identidad

La matriz identidad de orden m, que se designa por I,, (0 mds simplemente por I), es la matriz
. X N que tiene unos en la diagonal principal y ceros fuera de ella:

1 0 ... O
01 ... 0

In=1. . . . (matriz identidad) (12.38)
00 ... 1/,

Si A es una matriz m X n arbitraria, es ficil ver que Al,, = A. Andilogamente, si B es una matriz
7. X m arbitraria, entonces 1,,B = B. En particular,

AL, =1, A=A (para toda matriz A de orden 1 X 1) (12.39)

Asi, I, es la matriz que corresponde al 1 en los nimeros reales. Ademds es la tinica matriz con esta
propiedad. Para demostrarlo supongamos que E es una matriz arbitraria n X n tal que AE = A para
toda matriz A de dimensiones 7 X n. Poniendo A = I,, se tiene en particular que I,E = I,. Pero
I,E = E por (12.39). Por tanto I, = E.

Errores a evitar

Las reglas del dlgebra matricial hacen faciles muchos razonamientos, pero hay que ser extremada-
mente cautos y aplicar slo reglas vdlidas. Por ejemplo, considérese la relacién (*) después de la
demostracién de (12.34). Se puede estar tentado de simplificar la expresién AA + AB + BA + BB
en el miembro de la derecha para obtener AA + 2AB + BB. Pero esto no es correcto. Aun cuando
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AB y BA estén definidos, AB no es necesariamente igual BA: la multiplicacién de matrices no es
conmutativa.

Ejemplo 12.25
Sean

ra=(03) »=(70).

02 0 3
AB:(s 0) y BA:(z 0)

Si a y b son niimeros reales, entonces ab = 0 implica que, bien a, bien b es 0. El resultado
correspondiente no es verdad para matrices. En efecto, AB puede ser la matriz cero aun cuando ni
A ni B sean la matriz cero.

Probar que AB # BA.

Solucién:

Por tanto, AB # BA.

Ejemplo 12.26
S A—31' B = ! 2 Calcular AB.
enA={c , ), B=|_5 _g | Calcular AB."
Solucion:

w-(2)(22)-(39)

Para nimeros reales, si ab = ac y a # 0, entonces b = ¢ porque se puede simplificar dividiendo
por a ambos miembros de la igualdad. La regla de cancelacién correspondiente no es vilida para
matrices. El Ejemplo 12.26 sirve para este prop6sito también: AB = AQO y A # O, sin embargo
B +#0O.

Acabamos de dar ejemplos que prueban que, en general:

AB #BA (12.40)
AB = O no implica que A o B sean O ' (12.41)
AB=AC y A#0 no implican que B=C (12.42)

Por (12.40) sabemos que la multiplicacién de matrices no es conmutativa en general, mientras que
por (12.42) sabemos que la ley de cancelacién no vale en general para la multiplicacién de matrices.
La ley de cancelaci6n es vdlida si A tiene inversa (véase la Seccién 13.6).

Problemas

1 Comprobar la ley distributiva A(B + C) = AB + AC para

1 2 2 -1 10 -1 11 2
A=(3 4>’ B=(3 -1 2 1)’ C=<—2 2 0 —1)
2 Calcular el producto
a d
(z,y,2)| d b
e f
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3 Comprobar multiplicando que (AB)C = A(BC) si

apy a bu b ¢y €
A= 11 12 , B — b“ b12 , C= 11 Ci2
az Gxn 21 022 Cy Cn

4 Si A y B son matrices cuadradas de orden n, probar que
(A +B)(A — B) # AA — BB. ) (1)
(A —B)(A —B) # AA —2AB + BB (2)

excepto en casos especiales. Hallar una condicién necesaria y suficiente para que se verifique la igualdad
en cada caso.

100\ /5 31 100
5 Calcular: (a) [0 1 0)[2 0 9 ® (1, 2, -3){0 1 0
001/\133 00 1

6 Sea A la matriz 3 X 3
1 1 1
A= -1 -1 -1
1 1 1

(a) Hallar un 3-vector X, tal que AXy = X, ¥ Xo tenga longitud 1.
(b) Calcular A™xp n = 1,2,... . '

7 Una matriz cuadrada A se llama idempotente si AA = A.
(a) Probar que la matriz siguiente es idempotente:

2 -2 —4
-1 3 4
1 -2 -3

(b) Probar que si AB = A y BA = B, entonces A y B son idempotentes.
(c) Probar que si A es idempotente, entonces A™ = A para todos los enteros positivos 7.

Problemas avanzados

8 Sea A = (‘Z Z)

(a) Probar que A? = (a + d)A — (ad — bo)L.

(b) Usar la parte (a) para demostrar que A> = O implica A2 = O. (Indicacién: Multiplicar la igualdad
de la parte (a) por A y usar la igualdad A* = O para deducir una ecuacién, que se debe multiplicar
luego por A una vez mis.)

(c) Dar un ejemplo de una matriz A tal que A2 = A*> = O pero A # O.

12.9 LA TRASPUESTA

Supongamos que intercambiamos las filas y columnas de una matriz A de orden m X nn de tal manera
que la primera fila se convierte en la primera columna, y as{ sucesivamente. La nueva matriz se llama
la traspuesta de A. Esta nueva matriz es de orden n X m y se designa por A’ (or AT). Asf,

a; 4ai2 ... Qin ann G4z ... Gm

an an e A ; app ay» ... aQma
A=| T ) = Al=]| . , (12.43)

Ami1 Am2 ... Qmn An QA ... Qmn
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Podemos escribir por tanto A’ = (a;;), donde a;; = aj;; hay que intercambiar los subindices i y j.

Ejemplo 12,27
Sea
-1 0
(2 8) (e
5 -1 "
Hallar A’ y B'.
Solucién:
1 2
r (-1 2 5 r | -1 1
A‘( 0 3 —1)’ B=1 01
4 1

Las reglas siguientes son véilidas para la trasposicién de matrices:

Reglas para la trasposicion

(A =A (a)
(A+B) =A"+B (b) (12.44)

(@A) = aA’ (c)

(AB)' = B'A’ (d)

Demostracion: Las tres primeras reglas son féciles de comprobar y se deja al lector su verificacién. Para
probar la regla (d), supongamos que A es m X .y B es n X p. Entonces A’ es n X m, B’ es p X n, AB es
m X p, (AB) esp X m y B'A’ es p X m. Asi (AB)’ y B’A’ tienen el mismo orden. Queda por probar que
las dos matrices tienen los mismos elementos.

El elemento 75 de (AB)’ es el elemento sr de AB, que es el producto escalar del vector fila s de A por
el vector columna r-ésima de B:

aslblr + agpbyr + -+ Qanbnr (1)
Por otra parte, el elemento rs de B’A’ es ¢l producto escalar del vector fila 7 de B’ (que es la r-ésima columna
(byr,bary - . ., by )de B) por el vector columna s de A’ (que es la s-ésima fila (a,;, Qsy, . . -, @gn) de A):

bir@g1 + byr@gy + -+ - 4+ brragn (2)

Las dos sumas (1) y (2) son iguales; de hecho, (2) es también el producto escalar del vector fila s de A por el
vector columna r-ésima de B. Por tanto hemos probado la regla (12.44)(d).

Matrices simétricas

Las matrices cuadradas con la propiedad de ser simétricas respecto de la diagonal principal se llaman
simétricas. Por ejemplo,

2 -1 5 a b ¢
(“g 3) 1 -3 2], b d e
5 2 8 c e f
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son simétricas. Las matrices simétricas se caracterizan por el hecho de que son iguales a sus tras-
puestas:

La matriz A es simétrica <> A = A/ (12.45)

Por tanto, la matriz A = (a;j)nxn €s simétrica si y s6lo si a;; = aj; para todo 4, j.

Ejemplo 12.28
Si X es una matriz arbitraria m X n, probar que XX’ y X'X son simétricas.

Solucién: Nétese primero que XX’ es m X m, mientras que X'X esn X n. Sea Z = X/,
obtenemos

(xXx')' = (Xz)' = 2'X’' = X')'X' = XX’

x'X) = (ZX) =X'7' = X' X'y = XX
donde hemos usado las reglas de trasposicién (12.44)(d) y (a). Se deduce que X'X y XX’ son
simétricas.

Problemas

3583 1
1HallarlastmspuestasdeA—<_1 2 6 4>, B= 1

-1 5 2 2
A’B’. Comprobar luego todas las reglas de (12.44) para estos valores particulares de A, B y a.

3 23 0 4 8
3 PobarqueA={2 —1 1 ]yB={4 0 13 ] son simétricas.

2 SeaA = ( 3 2) , B= (0 2) , @ = —2. Calcular A’, B/, (A + BY, (aA)’, AB, (AB)’, B'A’ y

3 1 0 8 13 0
a a-1 =3
4 ;Para qué valoresde aes | a+1 2 a?>+4 | simétrica?
-3 4a -1

§ (Es el producto de dos matrices simétricas necesariamente simétrica?

6 (a) SiAj, A; y A; son matrices para las que los productos dados estdn definidos, probar que
(A1A24;)" = AjAZA|
(b) Probar por induccién.que
(A1Ag- - An) = AL -+ AA]
cuando todos los productos estin definidos.

7 Una matriz P de orden n X 7 se llama ortogonal si P'P = I,,.
A0 A
(a) Probarque P= [ A 0 —A\ | es ortogonal para A = 1/+/2.
61 0
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(b) Probar que la matriz <Z _pq) es ortogonal si y sélo si p> + ¢° = 1.

(c) Probar que el producto de dos matrices ortogonales es ortogonal.

(d) Probar que dos columnas (filas) cualesquiera distintas de una matriz ortogonal son vectores ortogo-
nales. (Indicacién: Recuérdese la definicion (12.18) de la Seccién 12.4.)

-

Problemas avanzados

8 Si A = (a;;) es una matriz 7 X 7, la traza de A (tr(A)) se define por

tr(A) = i @i

Asi, tr(A) es la suma de los elementos de la diagonal principal de A. Probar que si A y B son matrices
n X 1, entonces:

(a) w(A+B)=1r(A)+ u(B)

(b) tr(cA) = ctr(A) (c es un escalar)
(c) tr(AB) = tr(BA)

(@) w(A') =tw(A)

9 Sea A una matriz 2 X 2 para la cual A? = O. Probar que tr(A) = 0.



Determinantes y matrices
Inversas

Las matrices de Cayley (1857) han florecido
y hoy constituyen un instrumento

muy importante y itil en matemdticas.
—Howard Eves (1979)

En este capitulo se continda el estudio del dlgebra lineal. El primer tema a tratar es el de los deter-
minantes. Aunque algunos economistas han dicho que los determinantes son casi iniitiles, nosotros
veremos que desempeiian un papel importante en diversas dreas de matemdticas que interesan a los
economistas.

Después de introducir los determinantes consideramos de importancia fundamental el concepto
de inversa de una matriz. cuadrada y sus propiedades principales. Después estudiamos la regla de
Cramer para resolver un sistema de 7z ecuaciones lineales con n incégnitas. Aunque esta regla no
es eficaz para resolver sistemas de ecuaciones con méis de 3 incégnitas, se usa muy a menudo en
estudios tedricos.

13.1 DETERMINANTES DE ORDEN 2

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:

a1 Ty + ap® = b

13.1
21T + any = by ( )
La matriz de los coeficientes es
A= (““ “‘2) (13.2)
Gy an
Resolviendo el sistema (13.1) de la manera usual (véase Seccion A.9 del Apéndice A) se tiene
bia, — ha baq; — ba
= 1822 — baay2 ’ = 2811 1021 (13.3)
a;1az — az1G;2 a1102 — 421012

336
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Las dos fracciones tienen un denominador comiin. Este nimero, aj1a;; — @21412, se llama el deter-

minante de la matriz A. Nétese que si este niimero es cero, las expresiones de x; y z, se quedan

sin sentido —de hecho, en este caso, el sistema {13.1) o bien no tiene soluciones o tiene infinitas.
Se designa por det(A) 6 al determinante de A. Asi

apy a2

|A|= Az a4

= a11a2 — G102 (13.4)

para cualquier matriz A de orden 2 X 2. Se dice que éste es un determinante de orden 2. En el
caso particular de los determinantes de orden 2, la regla para calcularlos es: (a) multiplicar los dos
elementos de la diagonal principal, (b) mutiplicar los otros dos elementos y (c) restar el nimero
resultante de (b) del nimero resultante de (a).

Ejemplo 13.1
4 1 by a a;; b
3 2 I =4-2-3-1=5, b; a;: = bian — barz, a; b; = byay; — biay

Nota: Geométricamente, cada una de las dos ecuaciones de (13.1) representa la grifica de una recta.
Si |A| # 0, las dos rectas se cortan en un Gnico punto. Si |A| = 0, o bien las rectas son paralelas y
no hay soluciones, o coinciden y hay un mimero infinito de ellas.

Vemos en el Ejemplo 13.1 que los numeradores de las expresiones de z; y =, en (13.3) se
pueden escribir tambiép como determinantes. En efecto, si |A| # 0 entonces

21 ap aj 21
2 a» aszl 2

=, = —— 1 .
o1 [A] 2 |A] (13.5)

Este es un caso particular de un resultado que se conoce como la regla de Cramer, cuyo nombre
estd tomado del matemdtico suizo G. Cramer, 1704-1752. Hay una regla semejante para sistemas de
3 ecuaciones con 3 inc6gnitas (véase la préxima seccién). Mds tarde, en la Seccién 13.8, generali-
zaremos la regla a n ecuaciones con 7 incégnitas.

Ejemplo 13.2
Usar (13.5) para hallar las soluciones de SPO
21 +4z, = 7 ﬁ \“n t
2z — 2z = -2
Solucién: .
7 4 2 7 SUTECHICA !m urors
-2 =2 —6 1 2 =2 —-18 3 CIB . ESPOL
1:1 = - = = ~ 1:2 - = = -
2 4 -12 2 2 4 -12 2
2 -2 2 =2
Comprobar que £, = 1/2, z, = 3/ 2 es realmente una solucién sustituyendo esos valores en las
ecuaciones.
Ejemplo 13.3

Usar (13.5) para hallar QP y Q2 en funcién de los pardmetros en el sistema

200+ B)QY + QP =a— o
bQP +2(b+ 3)QF =a— o
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Solucién: El determinante de la matriz de los coeficientes es

A= b 26+ ) =4(b+B)(b+ ) —b
Cuando A # 0, las soluciones son, por (13.5),
a— o b -
QP - a—oy 2(b+B) |  2(b+B)(a— o) —bla— )
b A - A

2(b + ,81) a— q
QP - b a—ca | 2(b+Bi)a—oy) —bla—ao)

2 A B A
Este ejemplo muestra la conveniencia de la regla de Cramer cuando hay varios parimetros en
juego.

Interpretacion geomeétrica

Los determinantes de orden 2 tienen una interpretacién geoméirica curiosa, como se puede ver en la
Figura 13.1. Si los dos vectores est4n situados como en la Figura 13.1, el determinante es igual al
drea del paralelogramo (sombreada). Si intercambiamos los dos vectores fila del determinante, éste
se convierte en un nimero negativo, cuyo valor absoluto es igual al 4rea sombreada.

La Figura 13.2 ilustra por qué el resultado de la Figura 13.1 es cierto. Queremos hallar el drea
T. Noétese que 277 + 2T, + 275 + T = {an + agn){an + axn), donde T| = apay, I, = %anazz,

yI3 = %‘111‘112- Entonces T' = aq1a32 — a2 a2 por un célculo elemental.

i (1'12-}%1'22-————--——f]'~|2—l——-;1—1 —————————————— R

(a21,an) . T g 3 ;

azzr --------- !

T

I \ i '
{a1, a12) AR 1

T, T
. ajy ant+ax

FIGURA 131 Area=+| %11 12| FIGURA 13.2
| 821 822
Problemas
1 Calcular los determinantes siguientes:

30 a a a+b a—>b 3t 2t
@ |3 6' ® 1y © |a—b a+b} @) | 3t-1 gt

2 Interpretar geométricamente el determinante del Problema 1(a), como en la Figura 13.1.

3 Usar la regla de Cramer (13.5) para resolver los sistemas de ecuaciones siguientes en x,y. Comprobar las
respuestas por sustitucion.
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3z, — z,=8 r+3y=1 © ar —by =1
T —2z,=5 3z —2y=14 ‘. bz +ay=2

[ an ap _ bu bz
A_<(121 azz) y B_(bZI bzz)

5 Hallar dos matrices 2 X 2, A y B, tales que |A + B| # [A| + [B|.

4 Sean
Probar que |AB| = [A| - |B|.

6 Usar la regla de Cramer para hallar Y y C en el sistema,
Y=C+1)+G,, C=a+bY

donde Y es el producto nacional y C es el consumo privado. Los simbolos I, (inversién privada), G
(consumo e inversién piblicos), a y b representan constantes con b < 1. De hecho, éste es un caso tipico
en el que no se debe usar la regla de Cramer, porque se pueden hallar Y y C més sencillamente. ;Cémo?

7 Consideremos el siguiente modelo macroeconémico ligado de dos paises ¢ = 1,2 que comercian entre si:
Yi=C+A+X, —M; Ci=aY; M, =mY,
Yo =C+A+X— My C, = Yy M; =m,Y,
En estas expresiones, Y; es renta, C; es consumo, A; es gasto auténomo {ex6geno), X; son exportamones
y M; son importaciones del pais ¢, para ¢ = 1,2.
(a) Interpretar las dos ecuaciones X; = M, y X; = M,.

(b) Dadas las ecuaciones de la parte (a), calcular los correspondientes valores de equilibrio de Y; e Y,
como funciones de las variables exégenas.

(¢) ¢(Cémo afecta a Y, un aumento de A,? Interpretar la respuesta.

? 2t—1

8 Sea la matriz A(?) = 2 2 ), para todo ¢. Calcular el determinante |A(t)| y hallar los valores de

t para los cuales |A(t)| = 0
9 Sean a(t) y b(t) dos funciones derivables. Probar que

a(t)  b(t) ‘ _

at) v@) a’(t) b'(t)

Comprobar este resultado para el determinante |A(t)| del Problema 8.

13.2 DETERMINANTES DE ORDEN 3

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales en tres incégnitas:

at)  b(t) ‘

anT) + ap%; + a3 = by
21Z1 + ATy + A3 = by (13.6)
a31T1 +anTy + apZs = b

La matriz A de los coeficientes es 3 X 3. Aplicando el método de eliminacién, y después de algunos

cdlculos algebraicos pesados, se puede resolver el sistema en z1, Z;, y 3. La expresion de z
resultante es

T = b1a2a3; — b1ax3as; ~ ba12a33 + ba3as + bianan — bianars
L=

411822033 — 011023032 + (12023031 — 12021033 + (13021032 — 013022031
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A la vista de la complicacién de ésta, no detallamos las expresiones de £, y x3. Sin embargo
afirmamos que esas expresiones tienen el mismo denominador que la de ;. Se llama determinante
de A a este denominador comuin, y se le representa por det(A) o |A[. Se define por la relacién

Q11022833 — G1182383; + G12023031

(13.7)
— Q12Q21G33 + G13021032 — Q132283]

Al =|aan an az3

@1y a2 Q3 {
a3 Q32 Q33

Desarrollo por adjuntos

Consideremos la suma de los términos de (13.7). Aunque parece complicada, el método de desarrollo
por adjuntos hace fécil escribir todos los términos. Notemos primero que cada uno de los tres
elementos a1, @12 y a3 de la primera fila de A aparece exactamente en dos términos de ( 13.7).
Sacando factor comiin, podemos escribir |A| en la forma

|Al = a11(@22a33 — G23a32) — 12(a21033 — Ax30a31) + a13(A21032 — a2a3)
0, lo que es lo mismo,

az ax
as1 as

az; G23
az; - 433

Gz G23

Al =
| I %n asz as33

(13.8)

De esta manera se puede reducir el calculo de un determinante de orden 3 al de tres determinantes
de orden 2. Nétese que aq; estd multiplicado por el determinante de segundo orden que se obtiene
suprimiendo la primera fila y la primera columna de |A|. Anilogamente, a;, esti multiplicado por
menos el determinante de segundo orden que se obtiene suprimiendo la primera fila y la segunda
columna de |A|. Finalmente, a;; estd multiplicado por el determinante de segundo orden que se
obtiene suprimiendo la primera fila y la tercera columna de [A|.

Ejemplo 13.4
30 2
Usar (13.8) para calcular [A|] =| -1 1 0
5 2 3
Solucion: I
Al =3- ‘; g’—o- l _; ‘3)|+2- ‘ "§ é'=3-3—0+2-(—2—5)=—5
Ejemplo 13.5
Usar (13.8) para probar que
1 a a?
Al =11 b b | =(b—a)c—a)c—b)
c
Solucién:
2 2
Al =1- lc) 22 —a- i lc>2 +a?- i lc) = bc? — b’c — ac® + ab® + g*c — a?b

No es facil ver directamente que esta suma de 6 términos es igual a (b — a){(c — a)(c — b). Lo
que hay que hacer es desarrollar (b — a){(c — a)(c — b)] y comprobar la igualdad de esa forma.

Se puede desarrollar un determinante por los elementos de cualquier fila o columna. Daremos
cuenta detallada de cémo hacerlo en la Seccién 13.5.
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Observando cuidadosamente el numerador de la expresion de x; al principio de esta seccién
vemos que se puede escribir como un determinante. Lo mismo ocurre con las férmulas correspon-

dientes de z, y 3. En efecto, si |[A| # 0, se tiene entonces

by an an an by ap an ap b
by axn apx az by axn az ap b
by axn as as by asn “lan an b
L= = o s Ty = (13.9)
A A A

Esta es la regla de Cramer para la solucién de (13.6) (ver Seccién 13.8).

Nota: Hay una regla nemotécnica para recordar la regla de Cramer. Basta observar que, en los

determinantes de los numeradores de 1, T2 y Z3 en (13.9), la columna de la derecha en (13.6),

by
by
bs
es la primera columna en el caso de z;, la segunda en & y la tercera para 3.
Ejemplo 13.6
Resolver el sistema de ecuaciones siguiente usando (13.9):
‘ 2ry + 2, — 13 = -3
4z, + 2r; = 8
6, — 313 = —12

Solucién: En este caso, el determinante |A| de (13.9) es

2 2 —1
Al=|4 0 2|=-24
0 6 =3
Los numeradores de (13.9) son
-3 2 -1 2 -3 -1 2 2 =3
8 0 2 =-12, 4 8 2| =12, 4 0 8| =-72
—-12 6 -3 0 —12 -3 0 6 —12
Por tanto, (13.9) da la solucién ¢; = (—12)/(—24) = 1/2, z, = 12/(-24) = —1/2y

x3 = (—72)/(—24) = 3. Se puede comprobar que esta solucion verifica el sistema sustituyendo

en €l los valores de =y, T, y Z3.

Una interpretacion geomeétrica

Al igual que los determinantes de orden 2, los de orden 3 tienen también una interpretacién geomé-

trica que se explica en la Figura 13.3.

Regla de Sarrus

Hay una forma alternativa de calcular los determinantes de orden 3 que le gusta a mucha gente. Se
afiaden a la derecha de la matriz dada sus dos primeras columnas. Primero se multiplican las tres

lineas que van de arriba a la izquierda a abajo a la derecha, poniendo el signo + a los productos.

41102233 + 412423431 + A13G21032



342 cCapitulo 13/ Determinantes y matrices inversas
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{a11, 012, 13)

FIGURA 13.3

Luego se multiplican las tres lineas que van de abajo a la izquierda a arriba a la derecha, poniendo
el signo — a los productos.
—@31022413 — A32Q23011 — 033321012 (**)

La suma de los términos de (*) y (**) es igual a |A|. Damos a continuacién una visualizaci6n del
procedimiento.

a11\¢112><013><a11/012
a1 G»  an_ G217 ax» (13.10)
> T TN
as” a3 a3 43 An_
+ 4+ 4+

Es importante saber que esta regla, conocida como la regla de Sarrus, no se generaliza a determi-
nantes de orden superior a 3.

Problemas

1 Calcular los determinantes siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 a b ¢ a 0 b
@@ |1 3 2 ) |1 3 2 ) |0 d e @ |0 e 0
1 0 0 1 21 00 f c 0 d

2 Sean

Calcular AB, |A|, |B|, |A| - [B| y |AB|.

3 Usar la regla de Cramer para resolver los sistemas de ecuaciones siguientes. Comprobar las respuestas.

Ty —~Ty+T3= 2 T — I, =0 r+3y—2z=1
(a) Ty+T,—x3= 0 b) z14+3x,+22,=0 (c) 3z—2y+5z=14
—T) — Ty — T3 = —6 i +2r,+ 3=0 2r—5S5y+32=1
4 Probar que
1+a 1 1
1 1+b 1 = abc + ab+ac+ be
1 1 1+¢
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5 Considérese el macromodelo sencillo descrito por las tres ecuaciones siguientes:
Y = C + A,, C=a+bY-1), T=d+tY

donde Y es renta, C es consumo, T’ es ingresos por impuestos, A, es el gasto auténomo (exégeno)
constante y @, b, d, t son parimetros positivos. Hallar los valores de equilibrio de las variables endégenas
Y,CyTpor
(a) sustitucién o eliminaci6n -
(b) la regla de Cramer, escribiendo las ecuaciones en forma matricial.

6 Probar que
Gy a2 an a1 Gy ap
Q31 G Q33 | = — |4y QAp G
Az a4 A a3 a4z QAss

(Asi, intercambiando las filas 2 y 3 de un determinante se cambia su signo.)

13.3 DETERMINANTES DE ORDEN r

En esta seccidn se da una definicién altemnativa de determinante que es especialmente util en la
demostracién de resultados generales. Si el lector no esté interesado en esas demostraciones, puede
saltarse esta seccién y operar con los desarrollos por adjuntos siempre que tenga que trabajar con
determinantes, que se explican en la Seccién 13.5.

Se define el determinante |A| de una matriz A = (ai;)3x3 por la expresién

1102033 — A11023A3; + Q12023031 — Q12021433 + 413821032 — Q1302203 (%)

Un examen detenido de esta suma revela un patrén definido. Cada término es el producto de tres
elementos distintos de la matriz. Cada producto contiene un elemento de cada fila de A y un ele-
mento de cada columna de A. En efecto, los elementos de los 6 términos se eligen en la matriz A
segiin el patrén que muestra la Figura 13.4 (las lineas se deben olvidar por el momento).

Hay exactamente 6 formas diferentes de elegir tres elementos de una matriz 3 X 3, de tal forma
que haya un elemento de cada fila y un elemento de cada columna. Los 6 productos correspondientes
aparecen en (*). ;C6mo se determina el signo de los términos de (*)? Usando las lineas dibujadas
en cada una de las 6 cajas se ve la siguiente regla:!

La regla de los signos

Para determinar el signo de un término cualquiera de la suma, se sefialan en el cuadro los
elementos que aparecen en ese término. Se unen con segmentos todos los pares posibles de (13.11)
esos elementos. Esos segmentos pueden subir o bajar (cuando se va de izquierda a derecha).
Seiidlense sélo los segmentos que suben. Si el nmimero de ellos es par, se asocia el signo + al
término correspondiente; si es impar se le asigna el signo —.

Apliquemos esta regla a las 6 cajas de la Figura 13.4: en la caja 1, no hay segmentos que
suban, luego a;1axas; tiene signo +. En la caja 4, hay exactamente un segmento que sube, luego
el término a1,a7;a33 tiene signo —, y asi sucesivamente.

Sea A = (aij)nxn una matriz n X n arbitraria. Tomemos n elementos de A de tal forma que
haya exactamente un elemento de cada fila y uno de cada columna. El producto de esos n elementos

1 Se describe la regla de los signos (13.11) de una forma inusual. Sin embargo es equivalente a la regla de los 51gnos
basada en los conceptos de permutaciones pares e impares que se da en la mayoria de los libros de 4lgebra lineal.
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FIGURA 13.4
es una expresion de la forma a1 @z, * - * @nr,. Los nimeros 71,73, ..., T, forman una permutacién
de los ndmeros 1,2,...,n. Se pueden permutar los nimeros 1,2,...,nden!=1-2---(n—1)n

maneras distintas. En efecto, hay 7 maneras de elegir el primer elemento; una vez fijado éste, hay
7 — 1 maneras de elegir el segundo elemento y asi sucesivamente.
Definimos ahora el determinante de A, detA 6 |A|, de la forma siguiente:

|A| es una suma de 72! términos donde:

1. Cada término es el producto de n elementos de la matriz, tomando un elemento de cada
fila y uno de cada columna. Mas atin, todo producto de n factores de la forma anterior (13.12)
aparece en la suma exactamente una vez.

2. Se halla el signo de cada término aplicando la regla de los signos (13.11).

En simbolos se tiene

ap; arz ... Qun
azr a4z ... Qn

lAl = : : .. : = Z(i)alrla%z <o Qppy, (13.13)
anl an2 PP ann

Ejemplo 13.7

Consideremos €] determinante de una matriz 4 X 4 arbitraria A = (@) ,, ,:

2401
a4
a3

41 G4 Qg3
Este determinante es una suma de 4! = 4-3-:2-1 = 24 términos. Uno de ellos es a130,1033G44,
cuyos factores son los elementos de la matriz que estin marcados. ;Cuél es el signo de ese
término? Segin (13.11), el término debe tener signo + porque hay dos segmentos que suben.
Comprobar los signos de los cuatro términos que se especifican en la siguiente suma:

|A| = 01102203304 — 012021033044 +  * - + 013021032048 — * * * + Q14023Q3204
Notese que hay 20 términos que no hemos escrito.

El determinante de una matriz 7 X n se llama un determinante de orden 72. En general, los
determinantes son dificiles de calcular usando la definicién (13.12), aun cuando m valga solamente
465. Sin > 5, la tarea es enorme. Por ejemplo, si 7 = 6 es n! = 720, luego hay 720 términos
en el desarrollo del determinante. Afortunadamente hay otros métodos de calcular un determinante
que reducen considerablemente la labor. La mayoria de los computadores tienen programas estindar
para calcular determinantes. '



Sec. 13.3/ Determinantes de ordenn 345

Hay unos pocos casos especiales para los que es facil calcular un determinante aun cuando su
orden sea elevado. Por ejemplo, es facil ver que

ap, a2 ... Qain
0 ay; ... Qn :

=anay...ann . (1314)
0 0 ... anpn -

En esta matriz, todos los elementos debajo de la diagonal principal son 0, y el determinante es
el producto de los elementos de la diagonal principal. Para ver por qué nétese que, para escribir
un término que no sea 0 seguro, hay que tomar a;; de la columna 1. No podemos tomar a;, de
la columna 2 porque ya hemos elegido el elemento a;; de la primera fila. Por tanto, nos vemos
obligados a tomar el elemento a,; de la columna 2 si queremos formar un término que no sea 0
seguro. Para la tercera columna habrd que tomar a3, y asi sucesivamente. Por tanto, s6lo el término
@110, - * - Anp puede ser # 0. Este término tiene signo + porque ninguno de los segmentos que
unen sus elementos sube.

La matriz cuyo determinante hemos hallado en (13.14) se llama triangular superior. Si una
matriz es la traspuesta de una triangular superior, tiene todos los elementos por encima de la diagonal
principal iguales a 0 y se llama triangular inferior. El determinante de una matriz triangular inferior
es también igual al producto de los elementos de su diagonal principal.

Problemas
1 Calcular los siguientes determinantes usando la definicién:
1 0 00 0 001 1 0 01 100 2
0200 0010 0100 . /01 0 -3
@ 10030, ®lo1o00 ©@looi1ol @Dloo1 a
00 0 4 1 0 00 a b c d 2 3 4 11
2 El desarrollo del determinante de la siguiente matriz 5 X 5 consta de 5! = 120 términos. Uno de ellos es

el producto de los elementos marcados. Hallar su signo.

a Q12| a3 Gys Qs
Gy £5%] Q23 Gy Qs
d3; a3 Az QA3 (G35
Qg Q43 Qa4 Qg5
as; as2  QAs3 Qss

3 Hallar el signo del término producto de los elementos marcados (véase el problema anterior).

an a4 4 a4y
4z an ap azs
a3 Q3| Q433 Q43 435
A4 Qg2 (Qg3| Qaq Qg

as2 Qs3  Gsqg  GUss
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13.4 REGLAS BASICAS PARA LOS DETERMINANTES

Basédndose en la definicién (13.12) de determinante de una matriz A de orden n X m se puede
demostrar un cierto nimero de propiedades importantes. Ciertamente muchas de ellas tienen interés

s6lo tedrico, pero hacen més sencillo el calculo de los determinantes.

Teorema 13.1 (Reglas para los determinantes)

. Si todos los elementos de una o més filas o columnas de A son 0, entonces |A] = 0.
. El determinante de la traspuesta de A coincide con el de A: |A| = |A’|.

. Si B es la matriz que se obtiene multiplicando todos los elementos de una fila (o columna)
de A por el nimero «, entonces |B| = aA|.

. Si se intercambian dos filas (o columnas) de A, el determinante cambia de signo, pero
conserva su valor absoluto.

. Si A tiene dos filas (o columnas) iguales, entonces |A| = 0.

Al=0.
. Si se sustituye una fila (0 columna) por ella mds un multiplo escalar de otra fila (o
columna) distinta, el determinante no varia.

. Si A tiene dos filas (o columnas) proporcionales, entonces

. El determinante del producto de las dos matrices A y B de orden n X n es igual al
producto de los determinantes de los factores:

|AB| = |A] - [B]
. Si A es una matriz 7 X 7 y « es un niimero real, es

laA] = o"|A|

(13.15)

(13.16)

En las reglas 3, 4 y 7 se supone implicitamente que no cambian todas las demds filas (o colum-
nas). Hay que recordar que, en general, el determinante de una suma 70 es igual a la suma de los

determinantes:
|A + B| # |A| + [B]

Se pide un ejemplo de esta desigualdad en el Problema 5 de la Seccién 13.1.

Damos las demostraciones de la mayoria de esas propiedades al final de esta seccién. Pero

primero vamos a dar unos ejemplos de aplicaci6n.

a a2
Regla]: 1 2011'0—012'020
0 0
a;; anz ' a;; an
Regla2: |A|= = anay — Gy, |A'|= = a;1Qx — A120
a1 ax Q12 a2

Vemos que |A’| tiene los mismos términos que |A|, luego |A'| = |A].

aiy a2 a;; a2
Regla 3: = Q11{QA22) — A12{Q¥A21) = x{A11022 — A12Q21) = &
aaj aax ( ) ( ) ( ) a2 ax
az a2 a;  an
Regla4: = aya12 — anan = —(anaxn — ana) = —
G a2 ( ) Az ax
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a; ap

Regla 5:
& ann a2

= a2 — Q12611 =0

Vamos a ver también c6mo la regla 5 sirve para dar una cierta confirmacién del resultado del Ejem-
plo 13.5 de la Seccién 13.2. Nétese que el producto (b —a)(c —a)(c—b)esOsib=a,c=a, 6
¢ = by, en cada uno de esos tres casos, dos filas de la matriz son iguales.

-

a a
1" 12 | = an(Ban) — an(Ban) = Blanar — anap) =0

Bai  Baiz

Regla 7: Se sustituye la segunda fila por ella mas « por la primera. Entonces el determinante es el
mismo. (Obsérvese atentamente la manera en que indicamos esta operacién.)

Regla 6:

a;; G2
az axn

a—.

!

an a2
an + aa;p an + aaqp

= an(axn + aap) — ap(axn + aay)

= a11a + ®a11012 — @12021 — G12811 = Q11022 — Q12021
_ian a2
az ax»

Esta regla es muy qtil para calcular determinantes. Damos dos ejemplos.

Ejemplo 13.8
15 —-1| 1 1 5 ~1 15 —1| -3
-1 1 3|« =|-141 145 34(-1)|=|0 6 2‘_}
32 1 3 2 1 32 1
15 -1 15 -1 25
=0 6 2| 136=06 2 |=1.6-"=50
0 —13 4|« 00 253 3

La descripcién de las operaciones es como sigue: Se sustituye la segunda fila por ella més la
primera, lo que pone un 0 en la posicién (21). Luego se sustituye la tercera fila por ella menos
tres veces la primera, lo que pone un O en la posicién (31). Luego se sustituye la tercera fila
por ella mas 13/6 por la segunda, lo que pone un 0 en la posicién (32). Obsérvese la manera
en que hemos indicado estas operaciones. Terminamos en una matriz mangular superior cuyo
determinante calculamos por (13.14).

En el ejemplo siguiente hay més de una operacién en los dos primeros pasos.

Ejemplo 13.9
a+b a a | 3a+b 3a+b 3a+b
a a+b a 1 =| a at+b . a
a a a+bd 1 a a a+b
1 1 1 —-a —a
=@Ba+bla a+b a |+ l
a a a+b
1 11
=Ba+b)|0 b 0|=(Ba+b)-1-b-b=1"b3a+b)
0 0 b

Regla 8: Esta es también una propiedad importante. Si se ha hecho el Problema 4 de la Secci6n
13.1, se la habra demostrado ya para matrices 2 X 2. Damos un ejemplo con matrices 3 X 3.
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Ejemplo 13.10
Comprobar que |AB| = |A| - |B| para
1 5 -1 302
A=|-11 3}, B=|-1 10
3 2 1 52 3
Solucion: Se tiene que |A| = 50 (como en el ejemplo 13.8) y |[B| = —5. Ademis,
-7 3 -1
AB=| 11 7 7
12 4 9

Y asi vemos que [AB| = —250 = |A| - |B|.

aa;; ap
Gz Gdyy

a5 an
Gz A

2

Regla 9: = a110Ay; — AA130Ar] = az(auazz —apdy) =«

El Teorema 13.1 describe algunas de las reglas mas importantes del calculo de los determinantes.
Sélo se lograra confianza en su aplicacién cuando se hayan hecho muchos problemas.

Demostracién del Teorema 13.1:
Regla 1: Cada uno de los n! términos del desarrollo del determinante es un producto que incluye a un elemento
de 1a fila (o columna) formada por ceros. Por tanto, todos los términos son 0, y asi el determinante es 0.

Regla 2: Cada término del desarrollo de |A] es el producto de elementos tomados uno de cada fila y uno de
cada columna. Por tanto, aparecen los mismos términos en el desarrollo del A'|.
({Qué pasa con los signos? Consideremos el siguiente caso particular, con n = 5:

any an
ar 5%}
A"l = a3z [an
Q14 0y
Qs Qs

El término a,,G3a35%41G54 aparece en |A| y en |A’]. El nimero de segmentos que unen pares de elementos de
A y suben es 4, igual que lo correspondiente en A’. Esto es verdad en general. Trasponer significa aplicar una
simetria respecto de la diagonal principal @,y . .. Gpyn. Si €l segmento L que une dos elementos de uno de
los términos del desarrollo de |A| sube (como ocurre con la que une a4, y @35 en el ejemplo), la imagen L' de
este segmento, que une los mismos dos elementos del término correspondiente en el desarrollo de |A’|, también
subird, y viceversa.

Regla 3: Cada término del desarrollo de |B| es igual a @ multiplicado por el término correspondiente del
desarrollo de |A|. Por tanto, |B| = a|Al.

Regla 4: Consideremos primero el caso de que se intercambian dos filas contiguas, esto es, las filas ¢ e ¢ + 1,
para obtener |A.| como se indica en la figura siguiente:

a ap

an
a; a; a; a;
[AI — 11 [Acl — 1+1,1 i+1,2 i+1,n
Q1,1 Qiv12 - Qipin Qi Qin
(22031 An2 ...  GQnn QAn1 Qn2 ... Qnn
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Vemos que todo término que aparece en el desarrollo de |A aparece también en el de |A| y viceversa. ;Qué
ocurre con el signo? Consideremos las posiciones de los elementos de un término de {A| y del término corres-
pondiente del determinante [A.|. Todos los segmentos que unen elementos que no cambian de posicién tienen
la misma pendiente que antes. Lo mismo ocurre para segmentos que unen un elemento que cambia de posicién
con uno que no cambia (véase, por ejemplo, el segmento que une ay, con a;, en los dos determinantes de la
figura). Faltan por considerar los segmentos que unen dos elementos situados en las filas que se intercambian.
Estos deben cambiar de subir a bajar y viceversa. Como cada término del desarrollo de |A| y cada término
del desarrollo de |A.| contiene exactamente un par de elementos pertenecientes a esas dos filas, el ntimero de
segmentos que suben en cada término del desarrollo de esos determinantes debe variar en 1 exactamente. Por
tanto, |A| = —|A,|. .

Supongamos ahora que las dos filas que se intercambian no son contiguas. Comenzamos intercambiando
la que estd mis arriba con la siguiente, ésta con la siguiente y asi sucesivamente. Supongamos que necesitamos
8 intercambios para llevar la fila de més arriba a la posicién inmediatamente debajo de la otra. Intercambiando
ésta sucesivamente con las filas inmediatamente por encima se necesitan (s — 1) cambios para llevarla a su
nueva posicién. En total hemos efectuado s + s — 1 = 2s — 1 intercambios de filas contiguas. Cada uno de
ellos cambia el signo del determinante y, en total, hemos hecho un nimero impar de cambios de signo. Por
tanto, el determinante cambia de signo al intercambiar dos filas.

Regla 5: Si intercambiamos dos filas iguales, el determinante no variari. Pero, por la regla 4, ha variado de
signo. Por tanto, |A| = —|A|[, lo que significa que |A| = 0.

Regla 6: Esta regla se deduce inmediatamente de las reglas 3y 5..

Regla 7: Simbélicamente la demostracién de esta regla es como sigue, si sustituimos la fila j-ésima por ella
més un miiltiplo escalar de la ¢-ésima:

Z 4 Ay By (ajrj + aairj) e,
— Zialn Y Y S +aziam CBiry ipy Gy,
=|Al+a-0=|A|
(La dltima suma es cero porque es el desarrollo de un determinante cuyas filas i-ésima y j-ésima son iguales.)

Regla 8: La demostraciéon de esta regla para el caso n = 2 es el objetivo del Problema 4, Seccién 13.1. El
Problema 11 de esta seccién sugiere una manera de probar el caso general.

Regla 9: Los elementos de la matriz @A son los de A multiplicados por c. Por la regla 3, |@A| es igual a
a™|A| porque hay n filas, cada una de las cuales tiene & como factor de cada uno de sus elementos.

Problemas

1 2 3 4
ISeanA=<3 4>, B_<5 6)

(a) Calcular AB, BA, A'B’, y B’A’.
(b) Probar que [A| = |A| y |AB| = |A] - [B|. (Es [A'B'| = |A"| - [B']?

2 13
2 Sea A = ( 10 1). Escribir A’ y probar después que |A| = |A/|.
1 25

3 Calcular los determinantes siguientes de la forma mds simple posible:

30 1 2 1 2 3 4 a 1 1 2a
10 —1 8 0 -1 2 4 1 —a 3 0
@120 5 6 ® 1o o 3 -1 © la 2 a1
~1, 0 —11 2 -3 -6 -9 —12 3¢ 1 0 0
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4 Demostrar que cada uno de los determinantes siguientes es cero:

1 2 3 1 a b+e z—y r—y -9
(@ {2 4 5 () |1 b c+a (c) 1 1 T+y
3 6 8 1 ¢ a+b y 1 T
1 00
111 , , .
5 SeaX = 1 2 0 . Calcular X'X y |X'X|.
1 01

6 Sean A y B matrices 3 X 3 tales que |A] = 3 y [B| = —4. Hallar los valores de los siguientes determi-
nantes, en los casos en que sea posible: |AB|, 3|A|, | — 2B|, |A| + |B| y |A + BJ.

7 Probar que el determinante de una matriz ortogonal es igual a 1 6 —1 (véase el Problema 7 de la Sec-
cién 12.9).

8 Una matriz cuadrada A de orden n se llama involutiva si A? = I,.
(a) Probar que el determinante de una matriz involutivaes 1 6 —1.

_ _ 2
(b) Probar que ( Ol _(1)) y (‘11 l_aa ) son involutivas (para todo a).

{c) Probar que A es involutiva <= (I, — A)(I, + A) = O

Problemas avanzados

9 Sin calcular los determinantes, probar que

b+ ab ac 0 ¢ b)?
ab  a*+ ¢ be =|c 0 a
ac be @+ b a O
a+bdb a ... a
a a+b ... a
10 Demostrar que D,, = . . . . = b""(na + b)
a a ... a+b
(Indicacién: Estudiar el Ejemplo 13.9.)
11 (a) Sean
Gy Qn b11 by,
Al = =
Al=g, apl [P | = b

Demostrar que

a;; an 4——l
a1 Qxn
Al-|B|l =
Al - B -1 0 11 b12 ay azlk—l

0 -1

0 o0 anbn + ay2by a11b12 + aubzz
| 0 0 anby+anby anbn+anby| |AB|
-1 0 b b, -

0 -1 by bz
(Se han indicado las operaciones que hay que usar para obtener la segunda igualdad.)

(b) Tratar de generalizar el método de la parte (a) para que se pueda aplicar al caso de matrices A yB
arbitrarias n X n y dar asi una demostracién de la Regla 8 del Teorema 13.1.
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13.5 DESARROLLO POR ADJUNTOS

Segiin la definicién (13.12) de la Seccién 13.3, el determinante de una matriz A = (a;;) de orden
7. X 1, es una suma de n! términos. Cada término contiene un elemento de cada fila y de cada
columna. Consideremos, en particular, la fila ¢-ésima y saquemos factor comin a;; de todos los
términos que lo contienen, luego lo mismo con a;; y asi sucesivamente. Como todos los términos
tienen un elemento y sélo uno de la fila ¢-ésima, se usan de esta”forma todos los términos de |A|.
Por tanto, podemos escribir

|A| = ai1Ci1 + ai2Cin + -+ - + a;;Cij + -+ + ainCin (13.17)
Se llama a esto el desarrollo de |A| por los elementos de la fila i-ésima. Los coeficientes Cjy, . .., Cip,
son los adjuntos® de los elementos a;y, . .. , Qin.
De la misma forma podemos desarrollar |A| por los elementos de la columna j-ésima:
|A| = ale'Ij +a3;Ch + - - +a4Ci5 + - - - + aniChj . (13.18)

Lo que hace que los desarrollos (13.17) y (13.18) sean extremadamente dtiles es que se puede
calcular cada adjunto C;; aplicando a la matriz A un procedimiento sencillo. Primero se suprime
la fila ¢-ésima y la columna j-ésima obteniéndose una matriz A;; de orden (n — 1) X (n — 1),
cuyo determinante se llama un menor. Multiplicando el menor por el factor (—1)**7 se obtiene el
adjunto. En simbolos, el adjunto C;; estd dado por

ann ... Qr5-1 apj ari+1 - A1n

az ... G241 ap; az i1 --- Qan
o ity : . . .
Ci; = (-1 _ e (13.19)
9 b2
An1 ... Qpj—1 Qpj anj+1 .. GQnn

donde las lineas dibujadas a lo largo de la fila i-ésima y la columna j-ésima indican que hay que
suprimirlas de la matriz.

Daremos una demostracién de (13.19) al final de esta seccién. Si observamos (13.8) en la
Seccién 13.2 vemos confirmada (13.19) en un caso particular. En efecto, pongamos |A| = a,Ci; +
a12C12 + a;3C13. Entonces (13.8) implica que

a1 a2
a3 a3

Gz a3
a3 a3

Az a3 _(_1\142 _ (_1)143
Gy G ; Ca=(—1) , Cia = (1)

Cll — (_1)1+1

de acuerdo con (13.19). Generalmente la férmula (13.19) es complicadd. Se puede comprobar si se
ha entendido estudiando el ejemplo siguiente.

Ejemplo 13.11
Comprobar que el adjunto del elemento ¢ en el determinante
30 0 2
3 02
|A| = 6 1 2 es Cpu=(-1)*"|-11 0
-1 1 0 0 5 2 3
52 0 3

Hallar el valor de |A| usando el Ejemplo 13.4 de la Seccién 13.2.

2 Los desarrollos de (13.17) y (13.18) se llaman también los desarrolios por adjuntos de |A|, que son un caso particular
del desarrollo general de Laplace. .
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Solucién: Como el elemento c estd en la fila 2 y la columna 3, se ha escrito su adjunto correc-
tamente. Para hallar el valor de |A| usamos (13.18) y desarrollamos por los elementos de la
tercera coluna de |A| (porque tiene muchos ceros). Esto da

3002
IA| = 023023 = C(—1)2+3 -1 1 0/=c¢ (—'1)(—5) = 5¢
52 3 -

El Ejemplo 13.11 muestra un caso sencillo en el que se puede calcular un determinante usando
el desarrollo por adjuntos. El ejemplo es particularmente simple porque hay muchos ceros en la
tercera columna. Si los ceros no estuviesen de entrada alli, podriamos crearlos recurriendo a la
Regla 7 del Teorema 13.1 de la Seccién 13.4. Vamos a ilustrar este método con dos ejemplos.’

Ejemplo 13.12
3 -1 2] =2 |3 -1 2/, ., _,
0 -1 -1 | =10 -1 -1 =3‘ 3 _2‘=3(2+3)=15

6 1 2| 0 3 -2

La igualdad (1), se obtiene desarrollando por la primera columna.

Ejemplo 13.13
2.0 3 - 2 3 —1| -3/2
04 0 OlW,
01 —1 2/=(N7T40 -1 2 |
32 5 -3 3005 3
2 3 -
@ -1 2
=40 -1 2 :4.2' B \:8(%—%)=4
0 1/2 -3/2 1/2 -3/2

La igualdad (1) se obtiene desarrollando por la fila 2; la (2), desarrollando por la columna 1.

Desarrollo por adjuntos de otra linea

Por (13.17) y (13.18), si se multiplican los elementos de una fila (0 columna) de una matriz. por
sus adjuntos y se suman los productos, se obtiene el determinante. ;Qué ocurre si se multiplican
los elementos de una fila (o columna) por los adjuntos de los elementos de una fila (o0 columna)
distinta? Consideremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 13.14
Si A = (aij)3x3, el desarrollo de |A| por los elementos de la segunda fila es
|A| = a21Ca1 + a2Cr + a23Cx3

Supongamos que variamos los elementos aj;, @ ¥ @23, por ejemplo los hacemos iguales a a,
b y c, respectivamente. Entonces Cs;, C2 y C,3 no cambian, luego €l nuevo determinante vale

ay a2 43
a b ¢ | =aCy +bCxy + cCh (*)
Gz Q3 Gas3

3 Para calcular un determinante general de orden 10 usando la definicién (13.12) se necesitan no menos de 36.287.999
operaciones de adicién o multiplicacién. El uso sistemdtico de la Regla 7 del Teorema 13.1 puede reducir este mimero a 380
aproximadamente. -
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En particular, si sustituimos a, b y ¢ por a1, @13 y @13 O por a3y, G3p ¥ G33, €l determinante en
(*) es O porque la matriz tiene dos filas iguales. Por tanto,

anCn +anCn +aCu =0

a31Co1 + a3Cr + a33C3 =0
Asi, la suma de los productos de los elementos de la fila 1 o de la fila 3 por los adjuntos de los
elementos de la fila 2 es cero.

Es claro que el razonamiento de este ejemplo se puede generalizar: Si se multiplican los ele-
mentos de una fila (o columna) por los adjuntos de una fila (o columna) distinta y se suman esos
productos, el resultado es 0.

Resumimos los resultados de esta seccion en el siguiente teorema:

Teorema 13.2 (Desarrollo de un determinante por adjuntos)

Sea A = (@ij)nxn. Supongamos que se definen los adjuntos C;; como en (13.19). Entonces:

ai1Ci1 + aCi + - - + inCipn = |A] (13.20)
ai1Cki + @2Cr2 + -+ ainCrn =0 (k #1) :
a1;Cj + az;Coy5 + -+ + anjChj = |A]

. 13.21
a1;Cik + a2iCok + -+ + anjCrr =0  (k #J) ( )

El Teorema 13.2 dice que multiplicando los elementos de la fila (o columna) i-ésima por los
adjuntos de los elementos de la fila (o columna) k-ésima se obtiene cero cuando k # i, y es igual a
|A| cuando k = 1.

Demostracién de la formula (13.19):

La definicién del adjunto C;; (véase (13.17)) implica que Cj; es una suma de términos, cada uno conte-
niendo n — 1 elementos de la matriz A, tomados de tal forma que hay un elemento de cada fila excepto de la
i-ésima, y uno de cada columna excepto de 1a j-ésima. Se deduce que, salvo por un posible cambio de signo
de los términos, C; es el determinante de la submatriz que se obtiene suprimiendo la fila ¢-ésima y la columna
j-ésima de A. :

Queda solamente determinar los signos correctos. Tomemos primero C;, que es el determinante de la
submatriz que se obtiene al suprimir la primera fila y la primera columna:

dy Gz A2n

Q32 Qa3 QA3n ( )
. *

Qps Aps ... Qpn

Los signos de los términos de C); son los mismos que los signos de los términos correspondientes de a;;C1;.
Los signos de los términos de a;;C}; se calculan por el nimero de segmentos que unen pares de elementos
y suben conforme se va de izquierda a derecha, incluyendo los que suben hasta a;;. Pero no puede haber
segmentos que suban hasta a,;, luego C),; es igual al determinante (x).

Consideremos ahora C’;;. Se puede llevar la fila i-ésima hasta la fila 1 por ¢ — 1 intercambios de dos filas
(sucesivamente con cada una de las anteriores). Las filas de arriba de la i-ésima conservan su posicién relativa,
pero bajan una posicién. Andlogamente, 7 — 1 intercambios nos llevan la columna j-ésima a la primera. Como
hemos intercambiado i —1+j — 1 = 7 + j — 2 filas y columnas en total, el determinante ha variado de signo
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i+ j — 2 veces. Como (—1)¥*772 = (—1)"*J | |A| debe venir dado por

aij iy [ a1 a,',j+1 e QAin
alj an [N al,j_l al)j+1 [N Ain
i : : : : .
|A] = (=) | @i—1; Gicin -o. Gicijo1 Gimpge1r -.. Gigm (%)
Q1,5 Qi1 -+ GBig15—-1 0 Gifr5+1 .- Qign
Qnj an1 “en Qn,j—1 An,j+1 RPN Apn

Al igual que en (*), el adjunto del elemento a;; en (**) es igual al determinante en (13.19) porque suprimiendo
la primera fila y la primera columna en (**) obtenemos lo mismo que suprimiendo la fila ¢-ésima y la columna
Jj-ésima en la matriz original. Por tanto, el factor de a;; en el desarrollo de |A| estd dado por (13.19).

Problemas
1 Usar el método de los Ejemplos 13.12 y 13.13 para calcular los determinantes siguientes:
1 2 3 4 213 3
1 2 4
0 -1 0 11 321 6
U ® 2 1 0 3 © 1130 9
-2 0 -1 3 2 41 12
2 Calcular los siguientes determinantes: )
00001
00 a g g 2 0 00051
a {0 b O {b) )y 100 3 1 2
0 c 00
c 00 d 0o 0 0 403 4
6 2 312

Problemas avanzados

3 Se puede demostrar que, para todo n = 2,3,...,

1 :E% ‘e IE?_I
1 z, (L‘% PN :E;L_l
= ]I @i-q
. . . . . 1<j<i<n
1 z, & ... z0!

Se llama a éste el determinante de Vandermonde. El simbolo de producto IT significa que se toma el
producto de todos los factores de la forma z; — Z; para ¢ > j, donde ¢ y j varian desde 1 hasta n.
(Sin = 3, entonces i< j<i<3(T; — 5) = (2 — T1)(z3 — z1)(x3 — x,). Véase Ejemplo 13.5 de la
Seccién 13.2.) Demostrar la igualdad para n = 4. (Indicacién: Multiplicar las columnas tercera, segunda
y primera sucesivamente por —;, antes de sumar los resultados a la columna siguiente en cada caso.
Usar el resultado para n = 3.)

13.6 LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Supongamos que < es un nimero real distinto de cero. Existe entonces un Unico nimero &~ que
tiene la propiedad de que aa™! = o~ la = 1. Llamamos a ™! el inverso multiplicativo de .
Vimos en la Seccién 12.8 que la matriz identidad I (con unos en la diagonal principal y ceros fuera)
es la matriz equivalente al 1 en el sistema de los nimeros reales.* Esto hace que la terminologia
siguiente parezca natural.

* De ahora en adelante escribiremos siempre I en lugar de Ir, cuando la dimensi6n n de la matriz identidad sea obvia.
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Dada una matriz A, si existe una matriz X tal que
AX=XA =1 (13.22)

decimos que X es una matriz inversa de A. Mis aiin, se dice que A es matriz invertible en este
caso. Como XA = AX =1, la matriz A es también una inversa de X —esto es, A y X son inversas
la una de la otra. Nétese que solamente en el caso de matrices cuadradas pueden estar definidos los
productos AX y XA y ser iguales. Asf, s6lo las matrices cuadradas pueden tener inversas. Pero no
todas las matrices cuadradas tienen inversa, como prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 13.15
(a) Demostrar que

_ (5 6 _ 1/2 —3/10
A= (5 10) y Xs= (—1/4 1/4)
son inversas la una de la otra.

(b) Probar que A = (é g) no tiene inversa.

Solucion: A

(a) 5 6 1/2 -3/10\ _ 5/2—6/4> —-15/10+6/4\ (1 0
5 10 —-1/4 1/4 ) — \5/2—10/4 —15/10+10/4) — \O 1

de la misma manera comprobamos que XA = I.

(b) Observemos que, para todos los nimeros reales , y, z, w,

(9 2)-GY

luego no hay manera de encontrar z, y, 2 y w para que el producto de esas dos matrices sea
1

. . 0 L

igual a I. Asi (0 o ) no tiene inversa.

Se plantean las cuestiones siguientes:
1. ;Qué matrices tienen inversas?
2. ;Puede una matriz tener mds de una inversa?
3. ;Cémo se calcula la inversa si existe?

Respecto a la cuestién 1, es facil hallar una condicién necesaria para que una matriz A tenga una
inversa. En efecto, de (13.22) y la Regla 8 del Teorema 13.1, se deduce que |AX| = |A| - |X| =
[I|. Por (13.14) de la Seccién 13.3 vemos que la matriz identidad de cualquier dimensién tiene
determinante 1. Asi, si X es una inversa de A, debe ser

Al-1X] =1 )

De esta ecuacién se deduce que una condicién necesaria para que A tenga inversa es que |A| # 0
porque |A| = 0 no podria satisfacer (). Como veremos en la seccién siguiente, la condicién |A| # 0
es también suficiente para que A tenga una inversa. Por tanto,

(13.23)

Una matriz cuadrada A tiene una inversa <= |A| # 0
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Una matriz A se llama matriz singular si |A| = 0 y matriz no singular si |A| # 0. Segin (13.23),
una matriz tiene inversa si y s6lo si es no singular.

Respecto a la cuestién 2, la respuesta €s no: una matriz no puede tener mas de una inversa.
En efecto, supongamos que X verifica (13.22) y sea también AY = I para otra matriz cuadrada Y.
Entonces
Y=IY=(XA)Y=X(AY) =XI=X

Un razonamiento semejante prueba que, si YA = I, entonces Y = X. As/, la inversa de A es
iinica si existe. La inversa se designa normalmente por A~!. Mientras que para nimeros podemos
escribir a~! = 1/a, el simbolo I/A no significa nada; no hay reglas para dividir matrices. Nétese
también que, aun cuando el producto A~ 'B esté definido, es generalmente distinto de BA~! porque
la multiplicacién matricial no es conmutativa.

En la seccion siguiente se da la respuesta completa a la cuestion 3. Aqui consideramos sola-
mente el caso de matrices 2 X 2.

Ejemplo 13.16
Hallar la inversa de

>
Il
~

a b
c d

Solucién: Vamos a hallar una matriz X, de orden 2 x 2, tal que AX = XA = I,. Esto significa
que buscamos cuatro nimeros I, ¥y, 2, W tales que

(ca)(E5)-061)

La multiplicacién matricial implica que

(cuando exista).

az +bz=1, ay+bw =20

cx+dz=0, cy+dw=1
Nétese que tenemos dos sistemas de ecuaciones: uno es el formado por las dos ecuaciones de
la izquierda y el otro por las de la derecha. La matriz de los coeficientes de ambos sistemas es
A. Si |A| = ad — be # 0, los resolvemos por la regla de Cramer ((13.5) de la Seccién 13.1)
(o de otra forma) obteniendo

d p —c -b a
r=———— = — = — w =
ad — bc’ ad.— bc’ Y=d b ad — bc

Por consiguiente hemos probado que, si |A| = ad — bc # 0, entonces

_ a b -1 _ 1 d -b
(28 = arel (4 1328

Para matrices cuadradas de orden 3 podemos usar la regla de Cramer (13.9) para deducir una férmula
para la inversa. De nuevo la condicién para que exista la inversa es que el determinante de la matriz
de los coeficientes sea distinto de 0. Daremos detalles completos en la Seccién 13.7.
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Algunas consecuencias utiles
Si A~! es la inversa de A, entonces A 1A =1 y AA71 =1 De heého, cada una de esas ecuaciones
implica la otra, en el sentido de que
AX=1 = X=A"! (13.25)
YA=I = Y=A"! - (13.26)

Para demostrar (13.25), supongamos que AX = I. Entonces |A| - |X| = 1 luego |A] # Oy,
por (13.23), existe A~!. Multiplicando AX = I a la izquierda por A~! obtenemos X = A~!. La
demostracién de (13.26) es casi la misma.

Se usan repetidamente esas implicaciones para demostrar propiedades de la inversa. Noétese
también c6mo se usa (13.25) en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 13.17
Hallar la inversa de la matriz A de orden n X m si verifica que A — A2 =1.

Solucién: La ecuacién matricial A — A> = I da A(I — A) = L. Pero entonces se deduce
de (13.25) que A tiene como inversaa A™' =1 — A.

Propiedades de la inversa

Vamos a demostrar ahora unas reglas titiles para el manejo de la inversa.

Teorema 13.3 (Propiedades de la inversa)

Sean A y B matrices invertibles n X n. Entonces:

(@) A~! es invertible y (A™1)"! = A.

(b) AB es invertible y (AB)™! = B~!A™L,

(c) La traspuesta A’ es invertible y (A’)™! = (A™1)".

(d) (cA)"! =c 1A ! si ¢ es un nimero # 0.

Demostracién: Usamos (13.25) en cada caso:
(a) Se tiene que A™'A =1, luego A = (A™')~1.

(b) Para demostrar que X =B~ 'A™! es la inversa de AB, tenemos que comprobar que (AB)X es igual a L

Se tiene que
(AB)X = (AB)BTA ™) = ABB ™ HA ' = AIA"! = AA"! =1

(¢) Trasponiendo la ecuacién A~'A = I de acuerdo con (12.44)(d) de la Seccién 12.9, se tiene (A7'A) =
A'(A™Y =T =1 Por tanto, (A")"! = (A1),

(d) Aqui (cA)(c7T!'A™) =ccT!AAT = 1.1=1, luego c7!A™! = (cA)7L.
Notas

1. Es importante reflexionar sobre las implicaciones de las cuatro reglas del teorema 13.3 y com-
prender c6mo se utilizan. Una historia un poco dramadtica puede ayudar a apreciar la regla (c).
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Hace algunos afios, un equipo de personas estaba calculando a mano la inversa de una matriz
A de orden 20 x 20 para una oficina central de estadistica. Después de tres semanas de duro
trabajo, completaron el cdlculo de la inversa A~ 1. Entonces el jefe les dijo que no le interesaba
la inversa de la matriz que habian calculado, sino la de su traspuesta. Después de un momento
de panico, el equipo se dio cuenta de que bastaba trasponer la inversa que acababan de calcular
para dar la respuesta exacta (segiin (c¢)). En efecto, segiin ¢), la inversa de la traspuesta es la
traspuesta de la inversa.

2. Supongamos que A es invertible y simétrica —esto es, A’ = A. La regla (¢) implica que
(A7 = (AH™! = A7l luego A™! es simétrica. La inversa de una matriz simétrica es
simétrica. »

3. La regla (b) se puede generalizar a productos de varias matrices. Por ejemplo, si A, B y C son
matrices invertibles 7n' X 72, entonces

(ABC)™' = ((AB)C) ' =C!(AB) ' =C !B A"!) = Cc"'B"A™!

donde hemos usado dos veces la regla (b). Nétese la hipétesis en (b) de que A y B sean
matrices 7 X 1. En estadistica y econometria se consideran a menudo productos de la forma
XX/, donde X es n X m. Entonces XX’ es n X n. Si el determinante |XX'| no es 0, entonces
existe (XX')™!, pero no se puede usar (b) porque X! y X'~! estin definidas solamente si
n=m.

4. Es un error bastante comiin el interpretar (d) mal. Un ejemplo de uso correcto de (d) es el
siguiente: (JA)™! =2A71.

Resolucidn de ecuaciones por inversion de matrices

Sea A una matriz 7 X n. Si B es una matriz arbitraria, nos preguntamos si hay matrices X e Y de
ordenes adecuados tales que
(1) AX=B, (2) YA=B

En el caso (1) la matriz B debe tener n filas y en el caso (2) B debe tener n columnas. Si se
verifican estas condiciones, tenemos el resultado siguiente:

Teorema 13.4 Si lA| # 0, entonces:
AX=B < X=A""B ' (13.27)

YA=B < Y=BA"! (13.28)

Demostracién: Multipliquese cada lado de la ecuacién AX = B en (13.27) a la izquierda por A~!. Esto da
A1(AX) = A7!B. Como (A7'A)X = I, X = X, deducimos que X = A™!B es la tinica solucién posible para
la ecuacién. Por otra parte, sustituyendo X = A~!B en AX = B, vemos que realmente verifica la ecuacién.

La demostracién de (13.28) es andloga: multipliquese cada lado de YA = B a la derecha por A™!.

Nétese que, como la multiplicacién de matrices no es conmutativa, A~!B no es necesariamente
igual a BA™!.



Sec. 13.6/La inversa de una matriz 359

Ejemplo 13.18
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones usando el Teorema 13.4:
2r4+ y=3
_ (1)
2r+2y =4

Solucién: Escribamos .

(Y () ()

Entonces (1) es equivalente a la ecuacién matricial AX = B. Como |A| = 2 # 0, la matriz A
tiene inversa y, segtn el teorema 13.4, X = A~!B. La inversa de A se halla usando (13.24) y

T Ry

La solucién de (1) es, por tanto, £ = 1, y = 1. (Comprobar por sustitucién que ésta es
realmente la solucién correcta.)

Problemas

. 30 1/3 0
1 Probar que la inversa de (2 _1) es (2/3 __1)~

1 1 -3 -1 1 0
2 Demostrar que lainversade [ 2 1 —3 | es 8/7 —1 3/7).
2 2 1 —2/7 0 1/7

3 Hallar a. y b para que A sea la inversa de B donde

2 -1 -1 12 4
Az(a s b) , B=(016>
1/8 1/8 —1/8 13 2

4 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones usando el teorema 13.4 (véase Ejemplo 13.18).

2r — 3y =3 2r —3y = 8 2z -3y =0
(a) _ (b) ) © _
3z -4y =5 Ir—-4y=11 3z —~4y=0
1/-1 —/3 s »
5 SeaA =~ . Probar que A® = I. Usar esto para calcular A™".
2\/3 -1

010
6SeaA={0 1 1]}.
1 01

(a) Calcular |A], A% y A%. Probar que A*> — 2A% + A — I = O, donde I es la matriz unidad de orden 3
y O es la matriz cero.

(b) Demostrar que A tiene inversa y que A~! = (A — I).
(c) Hallar una matriz P tal que P> = A. ;Hay otras matrices con esta propiedad?

7 (2) SeaA = <(2) _i g) Calcular AA’, |AA'| y (AA')~.

(b) Las matrices AA’ y (AA")™! de la parte (a) son simétricas. ;Es esto una coincidencia?
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8 Supongamos que A, P y D son matrices cuadradas tales que A = PDP !,
(a) Probar que A’ = PD*P~!.
(b) Probar por induccién que A™ = PD™P~! para todo enterc positivo m.

-1/2 5

), calcular B2 + B, B* — 2B + I y luego hallar B!,

10 (a) Sea C una matriz cuadrada de orden n que verifica C2 + C = L. Probar que C tiene inversa y
Cl=1+C.

(b) Probar que C* = —I+2Cy C*=2I - 3C.

11 (a) Sea X una matriz m X n tal que [X'X| # 0. Demostrar que la matriz
A =1, - XXX)"'X

es idempotente —esto es, A> = A (véase el Problema 7 de la Seccién 12.8).

11
(b) Comprobar el resultado de la parte (a) para la matriz X = ( 1 2)
11

12 Sean A y T las matrices

12 3 L[5 t 3
3 21 12\1 ¢+ -3

donde s y ¢ son nimeros reales.
(a) Demostrar que T = A™! para unos ciertos valores de s y .
(b) Supongamos que la matriz X satisface la ecuacién BX = 2X + C, donde

3 23 2 3 01
B={2 3 3 and C=110 31
3 2.3 05 —4 1

Usar el resultado de la parte (a) para hallar X.

13 Sea D una matriz n X n tal que D? = 2D + 31. Demostrar que D* = aD + bl para ciertos valores de a y
b. Hallar expresiones andlogas para D® y D! (esto es, expresadas en la forma aD + ).

"13.7 UNA FORMULA GENERAL PARA LA INVERSA

La seccion anterior presenta los hechos mas importantes sobre la inversa y sus propiedades y, como
tal, es lo que “cada economista deberia saber”. Es menos importante para la mayoria de los eco-
nomistas saber mucho sobre cémo calcular inversas de matrices grandes, porque hay programas de
computador que realizan muy bien estas tareas.

Sin embargo, esta seccién presenta una férmula explicita de la inversa de una matriz A no
singular n X 1. Aunque esta férmula es muy ineficaz para calcular inversas de matrices grandes,
tiene interés teérico. La clave para esta férmula es el Teorema 13.2 de la Seccién 13.5 del desarrollo
del determinante por adjuntos.

Designemos por Ciy, ..., Cppn los adjuntos de los elementos de A. Por (13.20) (la regla del
desarrollo por adjuntos), se tiene que

|A|, sii=k

ai1Cki + 42Ck2 + -+ - + @inChp = { 0 oy # k (*)
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Las sumas del miembro de la izquierda se parecen mucho a las que aparecen en los productos de
matrices. De hecho, las n? ecuaciones distintas en (*) se reducen a la tinica ecuacién matricial

a1 Q12 ... Qin
Cll . e Ckl . Cnl ‘A' 0 DY 0
° * . CIZ . e Ckz o an 0 |A| . e 0
i1 Q2 ... GQin : : : P
Cin .. Cen ... Chn 0 0 ... |A|
Qny An2 ... Qnn

La matriz de la derecha es igual a |A| - I. Designemos por C* = (Cj;) a la matriz de los adjuntos.
La segunda matriz del producto de la izquierda es la matriz C* con los indices de fila y de columna
intercambiados. Asf es la traspuesta (C*)’ de C* y se llama la matriz adjunta de A, designindosele
por adj (A). Asi,

gn <o gkl <o gnl
aj(A)=(Cty=| 0 TR (13.29)
Cln .o Ckn co. Cnn

La ecuacién anterior se puede escribir, por tanto, en la forma A adj (A) = |A| - L Si |A| # 0, esto
implica evidentemente que A~! = (1/|Al) - adj (A). Asi hemos demostrado la férmula general para
la inversa:

Teorema 13.5 (Formula general para la inversa)

Toda matriz cuadrada A = (a;;)
que verifica AA~! = A~!A = L Esta inversa es la matriz

Si |A| = 0, no existe una matriz X tal que AX = XA =L

nxn CON determinante |A| # O tiene una tnica inversa A~

1
Al = a adj (A) (13.30)

Ejemplo 13.19
2 3 4
SeaA= |4 3 1 | Probar que A tiene inversa y hallarla.
1 2 4
Solucién: Segin el teorema 13.5, A tiene inversa si y sélo si |A| # 0. Por cdlculo elemental
vemos que [A| = —5, luego existe la inversa. Los adjuntos son
31 4 1 4 3
Cll—‘24 =10, CIZ— 1 4]'__ 15,0132’1 2':5
3 4 2 4 2 3
CZI—_'Z 4’_—4a 022_’1 4‘24’ 023-_‘1 2{:_1
3 4 2 4 12 3
C31=’3 11=—9, C32——‘4 1’=14, C33-—’4 3;=—'6
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Por tanto, la inversa de A es

1 Cll C21 C31 10 —4 -9
Al = o Cp Cpn Cnl=—[-15 4 14
Al Cs Cyu Oy 5 -1 -6

(Comprobar el resultado demostrando que AA™! = L)

Calculo de inversas por operaciones elementales de filas

El Teorema 13.5 da una férmula general para la inversa de una matriz no singular. Aunque esta
férmula tiene importancia tedrica, es computacionalmente imitil para matrices mayores que 2 X 2.
Vamos a estudiar otro método para hallar la inversa que es muy eficaz desde el punto de vista
computacional. Por eso algunos programas de computador lo implementan para calcular las inversas.

Llamamos operaciones elementales por filas a las siguientes operaciones realizadas en una
matriz:

(a) intercambiar dos filas

(b) multiplicar cada elemento de una fila por un escalar o # 0
(c) sustituir la fila 7-ésima, por ella més « veces la fila j-ésima

Para invertir una matriz A de orden 12 X n se construye primero la matriz (A : I) de orden n X 2n,
que es la que se obtiene al poner a la derecha de A la matriz identidad X n. Luego se aplican a
esta matriz operaciones elementales por filas para transformarla en la matriz (I : B) cuyas n primeras
columnas son las de la matriz I. Se deduce de aquf que B = A™!. Si no es posible realizar esta
transformacién por operaciones elementales por filas, entonces A no tiene inversa.> Se ve bien el
método en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 13.20

1 3
Hallar la inversade A=} 1 3
1 4

W AW

Solucién: Primero formamos la matriz 3 X 6 que se obtiene afiadiendo a la derecha de A la
matriz identidad 3 x 3:

1 00

010

1
1
1 0 01

£ W W
W AW

La idea es usar operaciones elementales por filas sobre esta matriz de tal forma que, al final, las
tres primeras columnas formen la matriz unidad. Las tltimas tres columnas formarin la inversa
de A.

Sustituimos la segunda fila por ella mis —1 multiplicado por la primera. Esto pone un
cero en la posicién (21). El lector debe ser ya capaz de entender las otras operaciones y por
qué se realizan:

1 33:10 0\ -1 133! 100\ -1
134:010|« ~ 001! -110 l
1 43:001 1 43! 001/

5 No es diffcil probar que este procedimiento da el resultado deseado, pero omitimos esta demostracién.
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133, 100 1 03 40 =3\
~|0 01 : -110 ‘_’ ~ {0011 ~-11 0 -3
010: -1 01 -3 010: -10 1

1 oo: 7 -3 -3 1 o00: 7 -3 -3
~ 1001 : -1 1 0 :] ~ 010 -1 0 1
010 —1 0 1 001:! -1 1 0
Se deduce que
7 -3 -3
A'=1-1 0 1
-1 1 0

(Comprobar que AA™! =1.)

Problemas

1 Usar el Teorema 13.5 para calcular las inversas de las siguientes matrices, si existen:
2 3 1 0 2 1 0 0
(a) <4 5) ® {2 -1 o (c) -3 =2 1
0o 2 -1 4 —-16 8

-2 3 2
2 Hallar la inversa de 6 0 3.
4 1 -1

02 06 02
3SeaA=| 0 02 04 ). Hallar 1—A)"".
02 02 0

4 Consideremos el problema siguiente. Observaciones repetidas de un fenémeno conducen a p sistemas
de ecuaciones lineales con la misma matriz cuadrada de coeficientes (aij), pero con distintos términos
independientes:

....................... t=1,...,p) (%)
ATy + -+ AnnTn = bin

Decir c6mo se hallan las soluciones de todos los sistemas usando operaciones elementales por filas para

obtener * *
an cee Qun bll e bpl 1 ... 0 bll . bpl

Gnt -+« Gnn bin ... bpn 0 ... 1 b, ... by,
(Cuél es entonces la solucién del sistema de ecuaciones (%) para ¢ = k?
§ Usar el método del Ejemplo 13.20 para calcular las inversas de las matrices siguientes
1 23 3 2 -1
(12), (2 : 5), (_1 ; 8)
356 -9 -6 3

Comprobar los resultados multiplicando las matrices por las inversas calculadas.
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13.8 REGLA DE CRAMER

La regla de Cramer para resolver un sistema de 7 ecuaciones lineales en n inc6gnitas es una genera-
lizacién directa de la misma regla para sistemas de ecuaciones con 2 6 3 incégnitas. Consideremos
el sistema Ax =b 6

anzT+apT+ -+ AUnTn = by

anTy + Ty + - - + Gonn = by (13.31)

An1Ti + 2Ty + -+ + ApnTn = by

Sea Dj el determinante de la matriz que se obtiene sustituyendo el vector columna j-ésima de |A|
por la columna de los términos independientes. En simbolos:

a;n ... Q151 b1 Q1541 -+ Qipn
a ... Q25— b2 azj+1 ... Q2p .
Qni ... Gpj—1 bn Gnjy1 ... Gnn

El desarrollo de D; por su columna j-ésima da D; = Ci;by + Cyiby + - - - + Cpjby,, donde los
adjuntos Cj; estdn dados por (13.19), Seccién 13.5. Ahora podemos demostrar el resultado siguiente:

Teorema 13.6 (Regla de Cramer)

El sistema (13.31) de n ecuaciones lineales con 7 incégnitas tiene solucién tinica si A es no
singular (|A| # 0). La soluci6n es

Dy D, Dy,
Ty =1, Ta=7", +vvy Tp=— (13.33)
Al Al Al
donde Dy, D,, ..., Dy, son los definidos en (13.32).
Demostracién: El sistema (13.31) se puede escribir en la forma
a .(112 N 1) T b1
a Gz ... Qazn T2 b
. = (1)
Any Qnz ... Qppn Tn bn
Usando la férmula (13.30) de la inversa de la matriz de los coeficientes se obtiene
T Cu Cy -+ Cpy b,
T2 1 Co Cp - Cn b,
. = . ., . . (2
: Al : : . : :
Tn Cin G -+ Cpg bn
donde los adjuntos C;; estén definidos en (13.19), Seccién 13.5. De (2), se obtiene en particular que
1 D;
Tj = m[c-ljbl +Co5by + -+ + Cnjbs] = m (G=12...,n) 3)

donde la tltima igualdad se obtiene del desarrollo de D;. Esto prueba (13.33).
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Ejemplo 13.21
Discutir para qué valores de p el siguiente sistema de ecuaciones tiene soluciones y hallarlas:
pr+ y =1
z— y+z2=0
2y—2=3
Solucién: La matriz de los coeficientes tiene determinante
p 1 0
Al =]1 -1 1|=1—-p
0 2 -1

Segiin el Teorema 13.6, el sistema tiene una tinica solucién si 1 — p # 0, esto es, si p 7 1. En este
caso, los determinantes de (13.32) son

1 1 0 p 1 0 P 1 1
Di=|0 -1 1|, Dy=|10 1|, Dy=|1 —1 0
3 2 —1 0 3 -1 0 2 3

Calculando vemos que D; = 2, D2=1—3p‘y D; = —1 — 3p, luego (13.33) da
D, 2 D, 1-3p ' Dy —-1-3p
(1}:—:—’ y:—:——-—’ == ———

Al 1-p Al 1-p Al 1-p

si p # 1. Si p = 1, sumando las dos iltimas ecuaciones se obtiene x + y = 3, lo que contradice la
primera ecuacidn, que es & + ¥ = 1. Por tanto, no hay solucién en este caso.

Sistemas homogéneos de ecuaciones

Concluimos este capitulo estudiando el caso en que los términos independientes del sistema de ecua-
ciones (13.31) son todos cero. El sistema se llama entonces un sistema homogéneo. Un sistema
homogéneo tendra siempre la llamada solucién trivial ;, = ¢, = --- = x, = 0. Sin embargo, en
la mayoria de los problemas nos interesa saber cuindo un sistema homogéneo tiene soluciones no
triviales.

Teorema 13.7 (Soluciones no triviales de los sistemas homogéneos)

El sistema homogéneo de n ecuaciones lineales con n incégnitas

tiene soluciones no triviales si y sélo si la matriz de los coeficientes A = (a,-j)
(esto es si y sélo si |A| = 0). ’

anx, +apt;+ -+ Gp, =0

a0+ apTy+ -+ @&, =0
2141 2242 2nd'n (13‘34)

An1 Ty + 2T+ + GupTp =0

nxn € singular

Demostracién Parcial:
Supongamos que JA| # 0. Por la regla de Cramer, z,,...,Z, vienen dados por (13.33). Pero los
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numeradores de esas fracciones son 0, porque cada uno de los determinantes D), . . ., D,, contiene una columna
formada enteramente por ceros. Entonces el sistema tiene solamente la solucién trivial. En otras palabras: el
sistema (13.34) tiene tinicamente soluciones no triviales sélo si el determinante |A| es cero. Se puede probar que,
si |A| = 0, el sistema (13.34) tiene soluciones no triviales.’

Ejemplo 13.22
Estudiar para qué valores de ) el siguiente sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales:
5e+2y+z=Ar
2r+ y =Xy (1)
T +2=A2

Solucién: Las variables z, y, 2z aparecen en ambos lados de las ecuaciones, luego comenzamos
por escribir el sistema en la forma estindar:

(5— Nz + 2y + z=0
22+ (1— Ay =0 2)
z +(1-Xz=0

Por el Teorema 13.7, el sistema (2) tiene una solucién no trivial si y s6lo si la matriz de los
coeficientes es singular: .
5-A 2 1
2 1-A 0 =0
1 0 1-A

El valor del determinante es A(1 — A)(A — 6). Por tanto, el sistema (1) tiene soluciones no
triviales si y sélo si A =0, 1, 6 6.

Problemas
1 Usar la regla de Cramer para resolver los dos sistemas de ecuaciones siguientes:
T + =3
T4+2y—~ z=-5 y + )
T z =
() 2z— y+ z= 6 (b)
Y+z+u=6
rT— y—32=-3
Y +u=1

2 Usar el Teorema 13.7 para demostrar que el sistema de ecuaciones siguiente tiene una solucién tnica para
todos los valores de by, b,, b; y hallar la solucién.

3z, + z, =
T, — $2+2$3 =b2
22, +32, — z3=1bs
3 Probar que ¢l sistema homogéneo de ecuaciones
az +by+cz=0
bz +cy+az=0
cx+ay+bz=0

tiene soluciones no triviales si y sélo si a® + b* + ¢® — 3abc = 0

5 Véase el Teorema 14.5 de la Seccién 14.3: Si |A| = 0, el rango de A es menor que 71 y el sistema (13.34) tiene al
menos un grado de libertad, luego tiene un nimero infinito de soluciones. ‘
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Otros temas de .a
algebra lineal

Los matemadticos profesionales usan la palabra “obvio”

para indicar que es obvio cémo dar una demostracién completa.
El uso de “obvio” para decir “Estoy seguro de que es cierto,
pero no puedo probarlo” no es una prdctica recomendable.
—C. Clark (1982)

En un modelo econémico descrito por un sistema de ecuaciones lineales es importante saber cuindo
el sistema tiene solucién y cuando esta solucién es tnica. Para dar condiciones generales de existen-
cia y unicidad de soluciones es conveniente introducir las nociones de vectores linealmente depen-
dientes e independientes, junto con la de rango de una matriz. Esto es lo que vamos a hacer ahora.
En este capitulo se estudian también los autovalores (o valores propios) y el teorema espectral para
matrices simétricas. Estos conceptos nos serdan muy ttiles en el Capitulo 17, cuando estudiemos las
condiciones de segundo orden para optimizacién en varias variables.

14.1 INDEPENDENCIA LINEAL

Recuérdese que se puede escribir todo sistema de ecuaciones lineales como una ecuacién vectorial.
Asi, el sistema del Ejemplo 13.6 de la Seccién 13.2 era el siguiente:

20y + 227 — T3 = -3
4z, +2z3= 8 1
6z, — 3x3 = —12
Se puede escribir este sistema como la ecuacidén vectorial

Tia; + Zoa; + Z3az3 = b (2)

367
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donde
2 2 —1 -3
a = 4 y a = 0 ) a3 = 2 y b= 8 (3)
0 6 -3 —12

En virtud de (2), el sistema (1) tiene soluci6n si y s6lo si b es combinaci6n lineal de los vectores
columna de la matriz A de los coeficientes. Esto ocurre en este caso porque, en el Ejemplo 13.6
Seccién 13.2 vefamos que x; = 1/2, £, = —1/2 y =3 = 3 constituyen una solucién de (1), luego
b = (1/2)a; + (—1/2)a, + 3a;. En este caso decimos que b es linealmente dependiente de los
vectores a;, a; y as, 0 que depende linealmente de ellos.

Mais generalmente, sea C C R™ un conjunto finito de vectores. Si un vector de C es combi-
nacién lineal de los restantes se dice que el vector depende linealmente de los otros y que C es un
conjunto de vectores linealmente dependientes. Si ningiin vector de C es combinacién lineal de los
demés se dice que C es un conjunto de vectores linealmente independientes.

Vamos a dar una definicién equivalente de conjunto de vectores linealmente dependientes o
independientes que sea simétrica.

Los vectores aj, a3, ..., a, de R™ son linealmente de endlentes si existen nimeros c;, C;,
1
, Cp, no todos cero tales que

cla;+ca;+ - +cpap =0 (14.1)

Si esa ecuacidn se verifica solamente cuando ¢; = ¢; = - -+ = ¢, = 0 se dice que los vectores
son linealmente independientes.

En otras palabras, una combinacion lineal de vectores linealmente independientes puede ser igual al
vector 0 sé6lo si todos los coeficientes de la combinacién lineal son cero.

Ejemplo 14.1
(a) Demostrar que a; = (:1)’) y a3 = (g) son linecalmente dependientes. Interpretar el
resultado.
(b) Demostrar que a; = (:1)’) y a; = ( ;) son linealmente independientes. Interpretar el
resultado.

Solucion: »

(a) Se ve que a, = 2a;, luego 2a; —a, = 0. Tomando ¢; = 2 y c; = —1 se obtiene
ci1a;+ca; = 0 lo que, en virtud de la definicién (14.1), prueba que a; y a, son lincalmente
dependientes. El vector a; apunta a la misma direccién que a, y su longitud es dos veces
la de a; (ver Figura 14.1).

(b) La ecuacién c;a; + c;a; = 0 da lugar al sistema

3¢+ =0
ci1+20=0

que tiene como solucién tnica ¢; = ¢; = 0. Por tanto a; y a; son linealmente indepen-
dientes (véase Figura 14.2).

La definicién formal de dependencia lineal que acabamos de dar puede parecer extrafia. Sin
embargo, se puede demostrar ficilmente la equivalencia siguiente:
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4
3 P
2-‘ 2
1+

a;
1 2 3 4 5 6
FIGURA 14.1 Los vectores a; y as son linealmente dependientes.

T
24 a2
1 a

i 2 3
FIGURA 14.2 Los vectores a; y az son linealmente independientes.

Los vectores ay, ay, . . . ,a, de R™ son linealmente dependientes si y sélo si uno de ellos es com-
binacion lineal de los demds.

Demostracion: Supongamos que a;,a,,...,a, son lincalmente dependientes. Entonces, existen escalares
C1,Cz,...,Cpy Do todos nulos tales que c;a; + ca; + -+ + cpa, = 0. Reordenando los vectores si fuera
preciso, se puede suponer que ¢; # 0. Despejando a; se obtiene
&) Cn
a=——a— - —a,
1 1

Asi, a; es combinacién lineal de los restantes vectores.
Reciprocamente, supongamos que a;, por ejemplo, es combinacién lineal de los demés y sean d,,...,d,
escalares tales que a; = dya, + daas + - - - + dpa,. Se tiene entonces que

(—1)81 + d282 + d3a3 Ea dnan =0
Como al menos uno de los coeficientes no es 0, entonces los vectores ay, . . ., a, son linealmente dependientes.

Como unos vectores que no sean linealmente dependientes son linealmente independientes se
tiene:

Los vectores a1, 8y, . . . ,a, de R™ son linealmente independientes si 'y sélo si ninguno de ellos es
combinacion lineal de los otros.

Es itil tener una cierta visién geométrica de lo que significa la dependencia e independencia
lineal. El Ejemplo 14.1 muestra las posibilidades para el caso de dos vectores de R2. Sean a, y
a; dos vectores no paralelos de R? con origen el de coordenadas. Si ¢; y {2 son nimeros reales, el
vector X = t1a; + t,a; es combinacién lineal de a; y a;. Geométricamente, el conjunto de todas las
combinaciones lineales de a, y a, se llama el plano generado por a; y a,. Todo vector del plano
generado por a; y a, depende linealmente de a; y a,.

Sea a3 otro vector que no estd en el plano generado por a; y a,. Entonces los tres vectores ay,
a, y a3 son linealmente independientes porque ninguno de ellos es combinacién lineal de los demds.
En general, tres vectores de R* son linealmente dependientes si y sélo si estdn contenidos en un
plano. Tres vectores de R? son linealmente independientes si y s6lo si no hay ningtn plano que los
contenga. Las Figuras 14.3 y 14.4 ilustran graficamente estos hechos. '
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a1

Ty
FIGURA 14.3 Los vectores a4, a2 y a3 son linealmente dependientes.

FIGURA 14.4 Los vectores aq, a; y a3 son linealmente independientes.

En R™ dos vectores a; y a, son linealmente dependientes si y sélo si uno de los vectores es
proporcional al otro, por ejemplo si a; = ca,. Si ¢ # 0, se dice que son vectores paralelos.

Dependencia lineal y sistemas de ecuaciones lineales

Consideremos el sistema general de m ecuaciones con 7 incdgnitas, escrito en su forma usual y
como ecuacion vectorial:

anT) + -+ apTn = b1

...... = Tia; + -+ Tnay =b (14.2)
Q1T+ + AmnTn = by
Hemos designado aqui por ay, ..., a, a los vectores columna de la matriz de los coeficientes y por.
b al vector columna de componentes by, . . ., b, (véase el Ejemplo 12.4 de la Seccién 12.2).
Supongamos que (14.2) tiene dos soluciones (uy,...,u%,) y (v1,..., V). Entonces

wja; + - +Upap, = b y via;+ -+ vpa, =b
Restando la segunda ecuacidén de la primera se obtiene
(ur—v)ay+ -+ (Up —vp)a, =0 (%)

Escribamos ¢y = u; — vy, ..., & = Un — Up. El hecho de que las. soluciones sean distintas
equivale a que ¢y, ..., ¢, no sean todos cero. Asi, si el sistema (14.2) tiene més de una solucion,
los vectores columna aj, ..., a, son linealmente dependientes. Equivalentemente: si los vectores
columna ay, ..., a, son lincalmente independientes, el sistema (14.2) tiene a lo m4s una solucién.
Sin embargo, no podemos decidir si el sistema tiene solucién sin considerar el vector b de los
términos independientes.

Ejemplo 14.2
Consideremos los vectores a;, a,...,a, de R" y sea A la matriz n X n cuyas columnas son
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€s0s 1 vectores:

app Qi '+ Qi aij
az Qaxp» - Qyp az;

A= . .. ; donde a; = . (14.3)
An1 Qp2 °*° Qnpn . Qnj

Probar que los n vectores columna son linealmente independientes si y sélo si |A| # 0.

Solucién: Los vectores aj,ay,...,a, son linealmente independientes si y sélo si la ecuacién
vectorial z,a; + T,a; + -+ + T,a, = 0 tiene solamente la solucién trivial ; = z, =

-~ = zp = 0. Esta ecuacién vectorial es equivalente al sistema homogéneo (13.34) del
Teorema 13.7, Secci6n 13.8 y este teorema prueba que (13.34) tiene s6lo la solucibn trivial si y
s6lo si [A| #0.

Nota: Dos vectores a; y a; de R? son linealmente dependientes si y s6lo si el determinante |aja,| de
la matriz cuyas columnas son a; y a, es cero. Esto se verifica si y sélo si el drea en la Figura 13.1
colapsa a cero. Un enunciado similar es cierto si lalaza3| = 0, donde a,, a,, a3 son tres vectores de
R? (ver Figura 13.3).

Problemas

1 Escribir (g > como combinacién lineal de (i) y ( ﬂ; )

2 Averiguar cudles de los pares de vectores siguientes son linealmente independientes:
-1 3 2 3 -1 1
o (3)(3) o (2)Q) 0 (7))

1 2 0
3 Demostrar que (0) ) ( 1 ) y ( 1 ) son linealmente independientes (usar el Ejemplo 14.2).
1 0 1

4 Demostrar que los vectores (1,1, 1), (2,1,0), (3,1,4) y (1,2, —2) son linealmente dependientes.

5 Sean a, b, ¢ vectores linealmente independientes de R™. Demostrar que a+b, b+c y a-+c son linealmente
independientes. ;Se verifica lo mismo paraa — b, b+ ¢,y a+ ¢?

6 (a) Sean a, b, ¢ € R® vectores no nulos tales que a L b, b L ¢y a L ¢. Demostrar que a, b, ¢ son
linealmente independientes.

(b) Sean a,,...,a, vectores no nulos de R™ tales que a; L a; para todo ¢ # j. Demostrar que
a,,...,8, son linealmente independientes.

7 Demostrar los enunciados siguientes:

(a) Si un conjunto de vectores es linealmente dependiente, entonces todo conjunto mayor (esto es, un
conjunto que contiene al original) es también un conjunto de vectores linealmente dependientes.

(b) Si un conjunto de vectores es linealmente independiente, entonces todo subconjunto {(esto es, un
conjunto contenido en el original) es también un conjunto de vectores linealmente independientes.
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14.2 EL RANGO DE UNA MATRIZ

Se puede asociar a toda matriz un mimero muy importante que se llama su rango. Una matriz A de
orden m X m tiene 7 vectores columna, cada uno con 71 componentes. El mayor nimero de esos
vectores columna de A que forman un conjunto lineaimente independiente se llama el rango de A y
se designa por r(A).

El rango r(A) de una matriz A es el mdximo nimero de vectores columna linealmente inde-
pendientes de A. Si A es la matriz cero entonces su rango es 0.

(14.4)

El conocimiento del rango de una matriz significa tener una informacién dtil. En particular, el rango
tiene una importancia crucial para enunciar los resultados referentes a la existencia y unicidad de las
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, como se ve en la Seccién siguiente.

Ejemplo 14.3
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Como la matriz tiene n columnas, el rango serd menor
o igual que nn. De hecho, segin el Ejemplo 14.2, los nn vectbres columna de A son linealmente
independientes si y s6lo si |A| # 0. Se deduce de aqui que una matriz cuadrada A de orden n
tiene rango n si y sélo si |A| # 0.

Se puede caracterizar el rango de una matriz en términos de los menores no nulos de la matriz.
En general, se llama un menor de orden k& de A al determinante de la matriz resultante de suprimir
todas las filas de A salvo k de ellas y suprimir todas las columnas de A salvo k de ellas.

Ejemplo 144
Hallar todos los menores de la matriz

A=

(=
NS I S ]
LSS S ]
— N

Solucién: Son los siguientes:
(a) 4 menores de orden 3. Se obtienen suprimiendo una columna:

102 1 01 1 21 021
0 2 4, 022, o4 2, 2 4 2
022 o221 02 1 2 2 1

(b) 18 menores de orden 2. Se obtienen suprimiendo una fila y dos columnas de todas las
formas posibles. Dos de ellos son:

(1) (2) ‘ (suprimiendo la tercera fila y la tercera y cuarta columnas)
01 _— . ,
s 1 . (suprimiendo la segunda fila y la primera y tercera columnas)

(¢) 12 menores de orden 1. Son los 12 elementos de A.

La relacién entre el rango y los menores viene descrita en el teorema siguiente:
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Teorema 14.1

El rango 7(A) de la matriz A es igual al orden de un menor no nulo de A de orden maximo.

Si A es una matriz cuadrada de orden 7, el menor de A de mayor orden es |A|. Por tanto, 7(A) = n
siy s6lo si |A| # 0. Esto estd de acuerdo con el Ejemplo 14.2.}

Ejemplo 14.5
Hallar los rangos de las matrices siguientes:
1 0 21 -1 0 2 1 -1 0 21
(@ |0 2 4 2 (b) { —2 2 4 2 | -2 0 4 2
0 2 21 -3 1 6 3 -3 0 6 3

Solucién: Ninguna de las matrices tiene rango mayor que 3 porque el orden maximo de sus
menores es 3.
(a) El rango es 3 porque el siguiente menor de orden 3 es # 0:

1 0 2

0 2 4|=-4

0 2 2
(b) Todos los menores de orden 3 son 0 y ' ; = —2, luego el rango es 2.
{¢) Todos los menores de orden 3 y 2 son 0. El rango es 1 puesto que no todos los elementos

son cero.
Ejemplo 14.6
S—z 2 1
Hallar el rango de la matriz A = 2 1—-z 0 segiin los valores de .
1 0 11—z

Solucién: Desarrollando |A| por la tercera columna tenemos
Al =11 -2+ (1 -2)[5-z)(1 —2z) -4 =z(1 —z)(x - 6)
Siz#0,z#1yx #6, el rango es 3. Como el menor

5—z 2
1 0]—_27“’

independientemente del valor de x, el rango de la matriz es 2 si  es igual a 0, 1, 6 6.

Recuérdese que el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta. De aqui que el
resultado siguiente no sea sorprendente:

Teorema 14.2
El rango de una matriz A es igual al de su traspuesta: 7(A) = r(A').

T se pueden encontrar demostraciones del Teorema 14.1 en la mayorfa de los libros de 4lgebra lineal, por ejemplo, Hadley
(1973).
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Demostracién: Sea |D| un menor de A. Entonces |D’| es un menor de A’ y viceversa. Como |D’| = |D|, la
conclusién se deduce del Teorema 14.1.

En virtud de (14.4) y del Teorema 14.2 tenemos que el rango de una matriz es también igual
al mayor nimero de filas linealmente independientes. Asi tenemos tres maneras de probar que

r(A) = k:

(a) Hallar un conjunto de k columnas linealmente independientes y probar que ningiin conjunto con
mds de k columnas es linealmente independiente.

(b) Hallar un conjunto de k filas linealmente independientes y probar que ningin conjunto con mds
de k filas es linealmente independiente.

(c) Hallar un menor de orden k distinto de 0 y probar que todos los menores de orden mayor que
k son 0.

Una manera eficaz de hallar el rango de una matriz

Ninguno de los métodos que hemos descrito para hallar el rango de una matriz es muy eficaz. Uno
mejor se basa en el hecho de que el rango de una matriz permanece invariante por operaciones ele-
mentales (véase, por ejemplo, Hadley (1973)). Al final de la Secci6én 13.7 definimos las operaciones
elementales por filas. Las mismas operaciones hechas con columnas se llaman operaciones elemen-
tales por columnas. Las operaciones elementales por filas y columnas sirven para hallar el rango de
una matriz, aparte del uso que ya hemos hecho de ellas para calcular determinantes e inversas. En
lo que viene a continuacién escribiremos A ~ B para expresar que la matriz B se obtiene de A por
operaciones elementales por filas o columnas. ’

Ejemplo 14.7
: 12 3 2
Hallar elrangode { 2 3 5 1
1 3 4.5
Solucién: Tenemos que
1 2 3 2 -2 -1 1 2 3 2 1 2 3 2
235 1)+« | ~[0 -1 -1 -3 I1~l0 -1 -1 -3

1 3 4 5) 1 0 1 1 3/« \0 0 o0 O

El rango de la iltima matriz es evidentemente 2 porque hay exactamente dos filas linealmente
independientes. Por tanto, la matriz original tiene rango 2.

Problemas

1 Hallar el rango de las matrices siguientes:

2 -1 3
@ (5 %) o (351) © ( i _;)

1
2
-1
1 30 0 213 7\ - ;_11;
@ {2 4.0 -1 € [-1 4 3 1 ()
p , -1 1 -1 -3
‘ -2

1 -1 2 2 s 5 o

—

2 Hallar el rango de las matrices siguientes segin los valores de los pardmetros:
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z 0 22-2 t+3 5 6 oy
z w1
(a) ( 01 1 ) (b) (—1 t-3 —6> (c) 1z 0
-1 z z—1 1 1 t+4 0 y
z w1
3 Dar un ejemplo en el que 7(AB) # r(BA). (Indicacién: Probar con matrices 2 X 2.)
14.3 RESULTADOS PRINCIPALES SOBRE SISTEMAS
DE ECUACIONES LINEALES
Consideremos el siguiente sistema de m ecuaciones con 72 incégnitas:
an®; + apT; + 0+ amTh = b
pm im0 (14.9)
CGmiTr + @maZ2 + 0+ GmnZn = b,

6 Ax = b, donde A es la matriz m X n de los coeficientes.
Se define la matriz ampliada A, como la matriz m X (n + 1) que se obtiene al afiadir a la
derecha de A la columna b: : :

ain aiz . OGin /an ap -+ ai;p b

Ay QA -+ d2n Gy ap Gy by
A= . . . y Ab = . . . .

AQm1 Am2 - Omn AGm1 AGm2 - AGmn bm

La relacién entre los rangos de A y Ay es clave para determinar si el sistema (14.5) tiene soluci6n.
Como todas las columnas de A estin en Ay, el rango de A es menor o igual que el de Ap,. Ademds,
como Ay, tiene solamente una columna més que A, el nimero r(Ay) es menor o igual que 7(A) + 1.

Teorema 14.3

La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales sea compatible
(esto es, que tenga al menos una solucién) es que el rango de la matriz de los coeﬁc1entes sea
igual al rango de la matriz ampliada. Brevemente:

Ax =b tiene solucion <<=  r(A)=r1(Ap)

Demostracién: Designemos a los vectores columna de A, por aj, a,, ..., ap, b y supongamos que (14.5)
tiene una solucién (z1,...,Zy); entonces ;a; + - - - + Tnap = b. Multiplicando las primeras n columnas
de A, por —xy,..., —I, respectivamente y afiadiendo la suma al vector de la dltima columna se tiene que
A, ~ [ay,...,ap,0]. Evidentemente esta matriz tiene el mismo rango que A, luego 7(A,) = r(A) porque el
rango se conserva por operaciones elementales por columnas.

Reciprocamente, supongamos que 7(A) = 7(A;) = k. Entonces A tiene k columnas linealmente inde-

pendientes. Para simplificar notaciones supondremos que las primeras k columnas ay, . .., ay son linealmente
independientes. Como 7(A;) = k, el vector b es combinacién lineal b = z%y + - - - + zlax de ay, ..., ak,
porque si no Ay, tendria rango k + 1. En este caso (29, ...,29%,0,...,0) es una solucién de Ax = b.

El Teorema 14.3 suministra un test muy facil para conocer si un sistema de ecuaciones lineales
tiene soluciones. El sistema tiene al menos una solucion si y sélo si 7{A) = r(Ay). Por ejemplo, si
m=35,n=10y r(A) = 7(Ap) = 2, el sistema tiene al menos una solucién. '
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Ejemplo 14.8
Aplicar el Teorema 14.3 al sistema

2.'131— .'l:2=3
4, — 22, =5

Solucién: La matriz de los coeficientes y la ampliada son

2 -1 2 -1 3
A:(4 —2) y A"=<4 —2 5)

Como |A| = 0, es 7(A) < 2, luego 7(A) = 1 porque no todos sus elementos son 0. Pero
r(Ap) = 2, porque el menor formado por la segunda columna y la tercera es igual a 1. Asi
r(A) # r(Ap), luego el sistema no tiene soluciones. Comprobamos el resultado por elimina-
cién. De la primera ecuacidn obtenemos que x, = 2z, — 3, lo que sustituido en la segunda da
4z, —4x; + 6 =5 y asi se tiene la contradiccién 6 = 5.

Ecuaciones sobrantes

Consideremos el caso en que 7(A) = 7(Ap) = k con k < m, es decir que el rango comiin a
A y A, es menor que el nimero de ecuaciones. El nimero maximo de vectores fila linealmente
independientes de A, es k, luego existen k vectores fila de Ay, que son linealmente independientes
y cualquier otro vector fila de A, es combinacién lineal de esos k vectores. Vamos a demostrar
que si el vector (2%,9,...,2%) verifica las k ecuaciones correspondientes a los k vectores fila
linealmente independientes de A, entonces verifica también las ecuaciones restantes.

Para simplificar notaciones supondremos que los k primeros vectores fila de Ay, son linealmente

independientes. Para s = k + 1,...,m, escribimos
k
(asla Ag2y...,08n, bs) = Z /\sf(afla Agry .-y Qpn, b[) (*)
£=1
donde Ay, Mgz, - .., Agk son constantes. Supongamos que E}I:l agja:(} =by,paral = 1,...,k,
es decir que (z?,...,z%) verifican las k primeras ecuaciones de (14.5). De (*) deducimos en
particular que az; = Ele Aseag; y que by = Ele Asebg. Para s = k + 1,...,m tenemos pues
n n k k n k
0 0 0 :
D asjef = 3 (3 s ) = 3 he( Lawsed) = 2o hahe =
j=1 j=1 “¢=1 =1 j=1 =1
Esto prueba que, si (z?,...,2%) verifica las k primeras ecuaciones de (14.5) es autométicamente

una solucién de las m — k dltimas ecuaciones de (14.5).

Teorema 14.4

Supongamos que el sistema (14.5) es compatible y que el rango comiin 7(A) = 7(Ap) = k <
m. Existen entonces m — k ecuaciones que sobran, en el sentido de que toda solucién del
sistema formado por las otras k ecuaciones verifica también estas m — k ecuaciones. Asi se
pueden ignorar estas m — k ecuaciones para resolver el sistema.
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Grados de libertad

Consideremos el caso en que 7(A) = r(Ay) = k, donde k es menor que el mimero de variables del
sistema. Como 7(A) = k sabemos que existe al menos un menor de orden k en A que es distinto
de 0 (Teorema 14.1).

Cambiando de orden las ecuaciones y las variables, si fuera preciso, podemos suponer que la

matriz k X k
an G2 - Qik
Gy G2 - Gok
Qk1 Gk2 - Gkk

que es la submatriz de A de la esquina superior izquierda, tiene determinante distinto de cero.

Si k < m, las iltimas m — k ecuaciones de (14.5) sobran y el sistema (14.5) entero tiene las
mismas soluciones que el formado por las primeras & ecuaciones:

anTi+ -+ kT + G k1 Thel + 0+ QnTy = by

anT) + -+ QkTk + A2k 1Tk + 0+ AonTn = by

.................................................. (l)
1Ty + - + Qg Tk + Qk k+1Tk41 + ¢+ QgnTn = bk
En esta situacién escribimos:
an -0 Qi ark+1- " Qin
C= ’ R = : :
Ak -+ Qkk Ak k+1 °* Qkn
T Th+1 b
y= ’ = ’ b* =
Tk Tn bx
de tal manera que el sistema (1) se puede escribir en forma matricial como
Cy+Rz=b" o Cy=b"—Rz (2)

Como hemos supuesto que |C| # 0, la matriz C tiene inversa. Multiplicando a la izquierda cada
miembro de la segunda ecuacién de (2) por C~! obtenemos

y=C'p* -~ C 'Rz (3)

Si elegimos un vector cualquiera z, de componentes Zk. i, Lki2, - - - » Tn, €ntonces, el vector y,

y por tanto, Z;, I3, ..., Tk, estin univocamente determinados. Estas ultimas son funciones lineales
de g1, Thi2, - - -» Ty. Asi tenemos el teorema siguiente:

Teorema 14.5

Supongamos que el sistema (14.5) es compatible y que 7(A) = r(Ay) = k < n. Entonces
se pueden dar valores arbitrarios a un cierto conjunto de n — k variables y las restantes k
variables quedan entonces univocamente determinadas. En este caso decimos que el sistema
tiene n — k grados de libertad.
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Ejemplo 14.9
Averiguar si el sistema siguiente es compatible y, en caso afirmativo, hallar sus grados de liber-
tad.
L1+ Ty— 223 + T4 + 3z5 = 1
2y~ Ty+ 2x3 + 2x4 + 625 = 2
3z, + Sz — 10(113 — 3(114 - 9(115‘ =3
3z1+ 2xy— 4x3 — 314 — 925 = 3
Solucién: Se tiene que
1 1 -2 1 3 1 1 -2 1 31
2 —1 2 2 6 2 -1 2 2 6 2
A=1l3 5 —10 -3 -9 Yo M=13 5 _10 -3 —9 3
3 2 —4 -3 -9 3 2 4 -3 -9 3
En general, 7(Ap) > 7(A). Todos los menores de orden 4 de A, son iguales a 0 (obsérvese

que varios pares de columnas son proporcionales), luego 7(Ap) < 3.

Ahora bien, hay menores de orden 3 distintos de 0. Por ejemplo, el menor formado por los
elementos que estan en las columnas primera, tercera y cuarta y en las filas primera, segunda y
cuarta es distinto de cero, esto es

1 -2 1
2 2 2|=-36 (%)
3 —4 -3

Por tanto, 7(A) = 3. Como 3 > 7(Ap) > r(A), tenemos que 7(A) = r(Ap) = 3, y el sistema
es compatible. Hay una ecuacién que sobra.

Como las filas primera, segunda y cuarta de Ap son linealmente independientes, podemos
prescindir de la tercera ecuacién. El nimero de variables es 5 y, como 7(A) = 7(Ap) = 3, hay
2 grados de libertad.

Vamos a hallar las soluciones del sistema. El determinante (x) es distinto de 0, luego
escribimos el sistema de 3 ecuaciones independientes como

Ty — 2x3 + T4 + T2 + 3z5 =1
2r, + 2x3 + 24 — Xy + 65 = 2 (xx)
3z, — 4z3 — 3z4 + 225 — 925 = 3
0, en forma matricial,
1 -2 1 I 1 3 . 1
2 2 2|zl +-1 6} (mz) =12
3 —4 -3 T4 2 -9 5 3

La matriz 3 X 3 de los coeficientes de 1, T3 y T4 en (¥x) tiene determinante distinto de 0,
luego tiene inversa. Por tanto,

z:\ 1 =2 1\! 1 1 —2 1\ 1 3 -
m3:222-2—222-—16-<m2)
T4 3 —4 -3 3 3 —4 -3 2 -9 5
Se comprueba facilmente que

1 =2 1\! L (-1 5 3

2 2 2 =—|-6 3 0

3 —4 -3 By 71 -3
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y asi se ve que

T, 1 /0 1
I3 = 0 — — %132 = %122
T4 0 3zs —3zs

Por tanto, si Z; = @ y s = b son nimeros reales arbitrarios, la solucién general es

1

20, T4 = —3b, z5=b

T,=1, T:=a, 3=

Con esto se comprueba que hay 2 grados de libertad. Es conveniente comprobar que esos
valores de x,, ..., Z5 verifican el sistema de ecuaciones original para todos los valores posibles
deaybd. ’

El concepto de grados de libertad que hemos introducido en el Teorema 14.5 es muy importante.
Nétese que si un sistema de ecuaciones lineales tiene k grados de libertad, existen k variables que
se pueden elegir arbitrariamente y las demds vienen determinadas por éstas. No es cierto que se
pueda elegir arbitrariamente cualquier conjunto de k variables, en particular las primeras. En el
Ejemplo 14.9 hay 2 grados de libertad, pero no se puede elegir T, arbitrariamente porque =, = 1.

Problemas

1 Usar los Teoremas 14.3 a 14.5 para averiguar si los siguientes sistemas de ecuaciones son compatibles.
En caso afirmativo hallar el nimero de grados de libertad. Hallar todas las soluciones. Comprobar los
resultados por eliminacién.

(a) —2z, —3z,+ z3=3 b) T +x—23+ T4=2
4z, + 62, — 223 =1 20, — T2+ T3 —3T4 =1
(C) T1— Tp+2T3+ x4=1 (d) z; + $2+2$3+ $4=5
20+ T, — T;+3T4=3 20, 432, — Ty — 24 =2
T +52; — 8T+ z4=1 4z, + S5z, + 3z5 =1
4+ 52, — T3+ Txs =7
(&) T, — Z+ 73=0 (f) 1+ T+ T3+ z4=0
$1+2$2— $3=0 $1+3$2+2$3+4$4=0
2$1+ T, +323=0 2$1+ Ty - $4=0
2 Demostrar que el sistema
2x+3y=k
rz+cy=1

tiene solucién Gnica, salvo para un valor particular ¢* de c¢. Hallar esa solucién. Demostrar que, para
¢ = c*, el sistema no tiene solucién excepto para un valor particular k* de k. Hallar la solucién en este
caso.

B

3 Discutir las soluciones de

T+ 2y + 3z2=1
-z 4+ ay — 21z = 2
3z + Ty + az = b

para diferentes valores de a y b.

4 Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales en forma matricial. Demostrar que, si X; y X, son soluciones
del sistema, también lo es (1 — A)xX; + Ax, para todo nimero real A. Usar esto para demostrar que un
sistema compatible tiene o bien una solucién o infinitas. En otras palabras, no puede tener, por ejemplo,
exactamente tres soluciones. :
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5§ Consideremos el sistema
Ty + I+ T3 = 2q
2z, — 3z, + 2z3 = 49
3r; — 22, + pz3 = ¢

donde p y ¢ son constantes arbitrarias.
(a) ¢Para qué valores de p y ¢ tiene este sistema solucién énica, varias soluciones, o ninguna?

(b) Hallar para cada valor de p el conjunto de todos los vectores z que son ortogonales a los tres vectores

1) G G

(c) Sean ay,...,a, vectores linealmente independientes de R™. Demostrar que si un vector b de R™ es
ortogonal a todos los vectores ay, ..., a,, entonces b = 0.

1 3 2
Ar=1[2 5§ t
' 4 7—-t -6
para todo nimero real £.

(d) ¢Para qué valores de ¢ tiene inversa A;?

6 Sea A; la matriz definida por

(b) Hallar el rango de A; para los distintos valores de ¢.

(c) Sit = —3, hallar todos los vectores x que verifican la ecuacién vectorial

11
A_3X = 3
6

(d) Para t = 2, hallar un vector z # 0 que sea ortogonal a cada vector de la forma A,x, donde x es un
vector arbitrario de R3.

14.4 AUTOVALORES

Hemos visto en la Seccion 12.8 las potencias A", n = 1,2,... de una matriz cuadrada A. Estas
potencias surgen en muchos problemas de aplicacién. Si A es una matriz de orden elevado, calcular
A’ o, aiin peor, A!® es un problema serio. Supongamos que hay un vector no nulo X y un escalar A

tales que
Ax = Ax ()
En este caso se tendrd A’x = A(Ax) = A(Ax) = AMx = AAx = A2x. Se demuestra por induccién
que :
A"x = A\"x

para todo n. Asi se pueden deducir muchas propiedades de A™ estudiando el niimero A™, lo que es
mucho miés sencillo.

Un vector X no nulo que verifica (%) se llama autovector o vector propio, y el nimero A
correspondiente se llama autovalor o valor propio. El vector cero no es interesante como solucién
porque A0 = A0 para todo escalar A.

Se usan los resultados sobre autovalores y autovectores en teoria de optimizacidn, en teoria de
ecuaciones diferenciales lineales y en diferencias, en estadistica, en dindmica de poblaciones y en
muchas otras aplicaciones de las matematicas. Damos una definicién formal: '
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' Autovalores y autovectores

Si A es una matriz n X n, decimos que el escalar \ es un autovalor de A si existe un vector
no nulo x € R” tal que

AX = Xx

En esta situacién se dice que X es un autovector de A de autovalor A.

381

(14.6)

Debe notarse que, si x es un autovector asociado a A, entonces ax es otro autovector asociado a A,
para todo escalar @ # 0. Los autovalores y autovectores se llaman también valores caracteristicos
y vectores caracteristicos, respectivamente.

Ejemplo 14.10 _
Hemos estudiado en el Ejemplo 12.21 de la Seccién 12.7 las cuotas de mercado de tres empre-
sas. Nos preguntamos ahora si habrd una cuota que sea la misma que la del afio siguiente
suponiendo que la matriz de transicién es la dada en el ejemplo. Se puede formular el problema
de esta manera: jes posible encontrar un vector inicial v de cuota de mercado que satisfaga

Tv=v

En otras palabras, ;tiene la matriz T el autovalor A = 1?
La respuesta es afirmativa, El vector v de componentes 0,4, 0,1 y 0,5 es un autovector

porque
0,85 0,10 0,10\ /04 0,4
0,05 0,55 005)[01]=10,1
0,10 035 085/ \0,5 0,5

(En el Problema 5 se estudia este Ejemplo con mds detalle.)

Calculo de los autovalores
La ecuacién (14.6) se puede escribir
(A—ADx=0 (14.7)

donde I es la matriz identidad de orden n. Segin el Teorema 13.7 de la Seccién 13.8, este sistema
de ecuaciones lineales homogéneas tiene una solucién no trivial x # 0 si y sélo si la matriz de los
coeficientes tiene determinante igual a 0, esto es si y s6lo si

|A—XI| =0 (*)
Escribiendo p(A) = |A — Al| con A = (@ij)nxn tenemos la ecuacién
a;p — A an - QAin
T o
ant an2 ann'— A

que se llama ecuacién caracteristica de A. De la definicién de determinante deducimos que p(A)
es un polinomio en A, que se llama polinomio caracteristico de la matriz A. Sus raices? son

2 Segiin el Teorema fundamental del 4lgebra, la ecuacién (14.8) tiene n raices, reales o complejas. Las
raices complejas también son autovalores, pero s6lo consideraremos ¢l caso de raices reales en este libro.
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precisamente los autovalores de A.

Si las componentes del vector X son Zi,. .., T,, se puedé escribir (14.7) en la forma
(au - /\)(D] + ant; + -+ + AnTp = 0
anz + (@ — Az + - + amTn = 0 (14.9)
an1Ty + an2®2 + - + (Gan — A)Tn = 0
Un autovector asociado a A es una solucién no trivial (z,...,Z,) de (14.9).
Ejemplo 14.11
Hallar los autovalores y autovectores reales de las matrices siguientes:
1 2 01
(@) A‘<3 0) () B"(—l 0)
Solucién:

(a) La ecuacién caracteristica es

|A—AI| = 1;’\ _2/\ =X -2-6=0
cuyas soluciones A1 = —2y Ay = 3 son los autovalores de A. Para A = Ay = —2, (14.9)
% 3z, 4+ 22, =0
3z, +2x, =0
Tomando z; = t tenemos x; = —%t. Los autovectores asociados a A; = —2 son, por
tanto,

x=t<~21/3) (te R)

Para A\, = 3, (14.9) implica que x; = z,, luego los autovectores son
X=3s ( }) (seR)

-2 1
-1 =X

que no tiene raices reales, luego la matriz no tiene autovalores reales.

Ejemplo 14.12
Hallar los autovalores y autovectores reales de las matrices siguientes:

0 0 6 5 -6 -6
(a) A= (1/2 0 o) (b) B= (-1 4 2)
0 1/3 0 3 -6 —4

Solucién:
(a) La ecuacién caracteristica es

(b) La ecuaci6n caracteristica es

|B—,\I|=‘ =A2+1=0

-2 0
A-A|={1/2 -2 0|=-X+1=0
0 1/3 -

=)}
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que tiene una tnica raiz real A = 1. Los autovectores asociados a A = 1 verifican (14.9),
que es, en este caso particular, '

—T + 6133 =0
lry, — x =0
l1112 — z3 =0

3
Las soluciones son los autovectores

N
x=t|3 t €R)
1

En este caso s6lo hay un autovector linealmente independiente.

(b) La ecuacién caracteristica es

5-X —6 -6
B—-All=| -1 4-2) 2 =—-A=2*A-1)=0
3 -6 —4-A

Los autovalores son A\; = 1y A, = 2. Para A\; = 1, el sistema (14.9) es
4z, — 62, — 623 =0
—T;+ 32,4+ 223 =0
3z — 62y — 523 =0

Resolviendo este sistema por eliminacién se obtienen los autovectores

3
x=t| —1 (teR)
3

Para A\, = 2, el sistema (14.9) es
3z, — 62, — 623 =0
—Z1+ 2z, + 2253 =0
3z, — 62, — 623 =0

Las tres ecuaciones son equivalentes. Poniendo z, = s y £3 = t (hay dos grados de
libertad), tenemos x; = 2s + 2¢. Por tanto, los autovectores asociados A, = 2 son todos
los vectores de la forma

25+ 2t 2 2
X = s =11]s+|0]t (seR,teR)
t 0 1
Ejemplo 14.13 .
Designemos por D = diag (cy, ... ,Crn) a una matriz diagonal n X n cuyos elementos en la
diagonal principal sean ¢;, ..., ¢,. La ecuacién caracteristica de D es
Cc1 — A 0 e 0
-0 Cy — AL 0
D—AIl=| . - . [Fla=Ne=A) (e = A)

0 0 ve. Cp— A
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Los autovalores de D son precisamente los elementos de la diagonal principal. Sea ¢; el vector
unitario, que tiene todas sus componentes 0 salvo la j-ésima que vale 1. Como De; = c;e; se
tiene que €; es un autovector de D asociado a c;.

Ejemplo 14.14
A= (an Gn)
az; 4z

Sea
una matriz 2 X 2. ;Cudndo son sus autovalores reales? ;Qué signos tienen estos autovalores
reales?

Solucién: Los autovalores son las raices de la ecuacién caracteristica

a; — A agp

0=|A-)|= - Gy — A

= (1111 - /\)(022 - /\) — A12G7

=X — (a1 + an)A + (@112 — ayppay)

Las raices de esta ecuacién de segundo grado son

‘ A= %(011 +an)+ \/%(1111 + 1122)2 ~ (anaxn — a;pas)

Estas raices son reales si y solo si (ay; + a»)? > 4(a;1a2 — G12021), 1o que equivale a que
(ann — ay)? + 4apay > 0. En particular, los autovalores son reales si la matriz es simétrica
porque, entonces, @12 = Gz y tenemos asf una suma de cuadrados.

Si los autovalores son reales y los designamos por A; y A, entonces

A% — (a1 + an)A + (auaz — anaxn) = (A = M)A = XA
’ =X — A1+ A+ A,

Asi, 1a suma \; +4- A, de los autovalores es igual a a;; + ay, o sea la suma de los elementos
diagonales, que s¢ llama la traza de la matriz (véase el Problema 8 de la Seccién 12.9). El
producto A;\, de los autovalores es igual a a11G2 — @12a2; = |A|. Asi se deduce que:

1. Los dos autovalores son positivos si y s6lo siaj; +a» >0y |A] >0
2. Los dos autovalores son negativos si y s6lo si a;; +a»n <0y |A] >0
3. Los autovalores tienen signos distintos si y sélo si |A| < 0

Ademds, uno de los autovalores es 0 si y s6lo si |A| = 0; el otro es entonces igual a a;; + as.
/

Problemas

1 Hallar los autovalores y autovectores de las matrices siguientes:

(@) (§ Z§> (b) (_§ ‘6‘) @ (; _‘1‘)
2 00 21 -1 1 -1 0
(d) (0 3 0) (e) (0 1 1) (f) (—1 2 —1)
0 0 4 2 0 —2 0 —1 1

2 Demostrar que A es un autovalor de la matriz A si y s6lo si A es un autovalor de la traspuesta A’ de A.

3 Sea A una matriz cuadrada y A un autovalor de A. Demostrar que, si |A| # 0, entonces A # 0y 1/\ es
un autovalor de la inversa A7,
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4 Sean A y X la matrices dadas por

a a 0 T
A=|a a 0 y X=1|uyv (a y b son nmimeros reales)
0 0 b ' z

(a) Calcular X'AX, A% y A%
Hallar los autovalores de A.

—
o
Rl

Escribir el polinomio caracteristico p(\) como una funcién cibica de A. Probar que p(A) es la
matriz cero (p(A) es es resultado de sustituir A por A en el polinomio).?

—_
(e
~—

Problemas avanzados

5 Calcular los autovalores de la matriz T del Ejemplo 14.10. (Indicacién: Sabemos que A = 1 es un
autovalor). Si v es un autovector asociado a A = 1, calcular T™v, donde 7 es un ntimero natural.

6 Demostrar que, si A y B son matrices invertibles n X n, entonces AB y BA tienen los mismos autovalores.

7 Sea A = (a;j)nxn uUna matriz cuyas columnas suman todas 1, esto es, Z?=1 a;; = 1 para todo j =
1,2,...,n. Demostrar que A = 1 es un autovalor de A. (Indicacién: Considérese primero el caso
n=2)

14.5 DIAGONALIZACION

Las matrices diagonales tienen la ventaja de que es sencillo trabajar con ellas. Por ejemplo,

dl 0 0 €1 0 0 d161 0 0
D= 0 d2 0 5 E= 0 €s 0 = DE = 0 d2€2 0
0 0 d3 0 0 €3 0 0 d3 €3
Ademas, para cada nimero natural m,
" 0 0
D™ = 0 d* o0
0 0 dg"

En general, una matriz A de orden 1 X n se dice que es una matriz diagonalizable si existe una
matriz invertible P de orden n X n y una matriz diagonal D tal que -

P'AP = D = diag (dy, d,, ..., dy) (14.10)

donde d, dy, ..., dy son los elementos diagonales. Como se dijo en la Seccién 14.4, si A es una
matriz cuadrada de orden elevado, calcular una potencia alta de A es normalmente un problema serio.
Sin embargo, supongamos que A es diagonalizable; entonces se verifica (14.10). Multiplicando
(14.10) a la izquierda por P y a la derecha por P~! obtenemos

A =PDP! (1)
Sea m un ndmero natural. Por el Problema 8 de la Seccién 13.6,
A™ =PD"P! (2)

4 5 que p(A) sea la matriz cero es un caso particular del teorema de Cayley—-Hamilton , que dice que toda matriz cuadrada
verifica su ecuacién caracteristica. ) :
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Como D es una matriz diagonal, es ficil el calcular D™. As{ (2) suministra una forma simple de
hallar A™. Por tanto, el problema que queda es hallar las matrices P y D de (1). Tenemos primero
el resultado siguiente:

A y P7AP tienen los mismos autovalores (14.11)

Esto es una consecuencia de que las dos matrices tengan el mismo polinomio caracteristico:
[P~TAP — Al = [PTIAP — PTIAIP| = [PT(A — ADP| = [P'{|]A — AI|{P| = |A — A

Esta cadena de igualdades se basa en que el determinante de un producto es el producto de los
determinantes y que el determinante de la matriz inversa es el reciproco del determinante de la
matriz. Ahora bien, los autovalores de una matriz diagonal son iguales a los elementos diagonales
(véase Ejemplo 14.13). Se deduce que, si A es diagonalizable y tenemos (14.10), entonces P~!AP =
diag (A1,...,An), donde Ay, ..., A, son los autovalores de A. Estos autovalores no tienen por qué
ser distintos.

Las preguntas ahora son:
1. ;Qué matrices cuadradas son diagonalizables?
'2. Si A es diagonalizable, ;c6mo hallamos la matriz P de (14.10)?

El siguiente teorema contiene las respuestas.

Teorema 14.6

Una matriz A de orden 2 X m es diagonalizable si y s6lo si A tiene un conjunto X, ..., X,
de n autovectores linealmente independientes. En este caso,

A 0 ... 0
. A ... 0
PlAP=| . . (14.12)
0 0 ... A\
donde P es la matriz cuyas columnas son los vectores X, ..., Xp ¥ Ay, ..., Ap son los

autovalores de A.

Demostracion: La matriz A de orden n X 1 es diagonalizable si y sélo si existe una matriz invertible P =
(Dij)nxn tal que se verifica (14.10) o, equivalentemente, tal que AP = Pdiag (A, ..., An). Podemos escribir

esta dltima ecuacién en la forma
Pu Pz - Din A O .00
Pr P2 ... Pm 0 X ... ©C
AP = . . . . . . .. .

Pni Pn2 --- Pnn 0 0 ... X\,
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APy APz oo ApPin
AP APz --- AnPon
= . . . . = (AtX1, AgXz, .+ v oy AnXp) (1)
/\lpnl /\2pn2 R /\npnn
donde la dltima igualdad se deduce del hecho de que las columnas de P son x;, X;,..., X,. Ademds, AP =
(AX;, AX;, ..., AXy,). Asi (1) es equivalente a las n ecuaciones
Axp = Apxg (k=1,2,...,n) (2)
Estas ecuaciones dicen que X, . .., X, son autovectores de A asociados respectivamente a A;, ..., A,. Como
P tiene inversa si y sélo si [P| # 0, lo que equivale a que X, ..., X, sean linealmente independientes, queda
probado el Teorema 14.6.
Ejemplo 14.15
Comprobar el Teorema 14.6 para
1 2
2=(30)
(Véase Ejemplo 14.11(a) de 1a Seccién 14.4.)
Solucién: Los autovalores son A\; = —2 y A; = 3. Podemos tomar los autovectores respectivos

() » ()

P= <_§ }) paralacual P! = (;ﬁ _;ﬁ)

Asi

Multiplicando deducimos que P~' AP es la matriz diag(—2, 3), lo que confirma el Teorema 14.6.

Ejemplo 14.16 ;
Comprobar el Teorema 14.6 para la matriz B del Ejemplo 14.12 de la Seccién 14.4.

Solucién: Los autovalores son A = 1y Ay = 2. Como autovectores tenemos

3 2 2
xx=1|-11, xx=11], y x3=1{0
3 0 1
que son linealmente independientes, luego B es diagonalizable. Si tomamos
3 2 2 -1 2 2
P=|-110}, e P'=}|~-1 3 2
301 3 -6 =5

y multiplicando vemos que P~!BP = diag (1,2, 2).

No todas las matrices son diagonalizables. Tampoco es ficil encontrar condiciones necesarias
y suficientes sencillas para que una matriz sea diagonalizable, simplemente porque no existen. Se
puede demostrar que si la matriz A de orden n X 7 tiene n autovalores distintos, es diagonalizable.
Sin embargo, el Ejemplo 14.16 prueba que esta condicién no es necesaria, porque la matriz en el es
diagonalizable y sus autovalores no son todos distintos.
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Problemas

1 Sea D = diag (1/2,1/3, 1/4); calcular D? y D™, para todo nimero natural n > 3. Hallar el limite de D™
cuando n — ©O

2 Averiguar si las matrices siguientes son diagonalizables:
(a) La matriz A del Ejemplo 14.12(a), Secci6n 14.4.
(b) Las matrices de los Problemas 1 (e) y (f) de la Secci6n 14.4.

3 Probar que las matrices siguientes son diagonalizables, hallar una matriz P (que no es iinica) y luego
comprobar (14.12):

2 1 6 -14 0 1 3 0
(a) (0 _1) () {0 -3 —6 () |3 —2 -1
0 -3 0 0 ~1 1

14.6 EL TEOREMA ESPECTRAL PARA LAS
MATRICES SIMETRICAS

Muchas de las matrices cuadradas que aparecen en las aplicaciones econémicas son simétricas. En
particular, las condiciones de segundo orden para los extremos de las funciones de varias varia-
bles usan formas cuadriticas, que pueden ser expresadas en términos de matrices simétricas. Asi
es conveniente hacer un estudio de los autovalores de las matrices simétricas. Hemos visto en el
Ejemplo 14.14 de la Seccién 14.4 que una matriz simétrica 2 X 2 tiene autovalores reales. De hecho
ésta es una propiedad general de las matrices simétricas en virtud del siguiente:

Teorema 14.7

Supongamos que A es una matriz simétrica = X 1 con elementos reales. Entonces:
(a) El polinomio caracteristico de A tiene solamente raices reales, esto es, todos los autovalo-
res de A son reales.

(b) Si x e y son autovectores asociados respectivamente a A # L, entonces X e y son ortogo-
nales (en el sentido de que X'y = 0).

Demostracién:
(a) La demostracién de (a) requiere técnicas avanzadas y, para ella, nos referimos a Hadley (1973).

{b) Supongamos que AX = AX y Ay = py. Multiplicando a izquierda esas igualdades por y' y x’, respectiva-
mente, se obtiene:
(1) yAx=\y'x (2) XAy =pxy

Como A es simétrica, trasponiendo cada miembro de (1) obtenemos x’Ay = Ax'y. Asf (2) implica que
Ax'y = ux'y o que (A — p)x'y = 0. Como )\ # p, se deduce que x'y = 0, luego x e y son ortogonales.

El teorema espectral

El teorema siguiente es muy importante en algebra lineal:
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Teorema 14.8 (El Teorema espectral)

Sea A una matriz simétrica n X n. Existe una matriz ortogonal U (esto es, tal que U™! = U’)
que verifica que

U™'AU = diag (A1, Az, - - -, An) (14.13)
donde A, Ag,..., A, son los autovalores de A y la columna ¢-ésima de U es un autovector
de A asociadoa A;,i=1,2,...,n.

Demostracion: Trataremos s6lo un caso particular. Segiin el Teorema 14.7, todos los autovalores son reales.
Si son distintos, el Teorema 14.6 prueba que A es diagonalizable y que la matriz P en (14.12) del Teorema 14.6

es P = (x,...,Xp), donde x;, ..., X, son los autovectores asociados respectivamente a A, ..., A,. Nor-
malicemos estos autovectores para que tengan longitud 1 sustituyéndolos por x, /||x;]|, - .., Xn/||Xn||. Segin
el Teorema 14.7, los vectores Xi, ..., X, Son mutamente ortogonales. Asi la matriz P es ortogonal (véase

Problema 3). Si ponemos U = P, hemos demostrado el Teorema 14.8 en el caso en que los autovalores sean
distintos. Se puede encontrar la demostracién general en Hadley (1973).

| Problemas

1 Comprobar (14.13) para las matrices siguientes, hallando explicitamente U:
2 1 110 1 3 4
(a) A:(l 2) ) A={1 10 c) A={3 10
0 0 2 4 0 1
2 Comprobar los Teoremas 14.6 y 14.7 para las siguientes matrices:

L o 00 1
(a) A=<2 _2) (b) A= (1) (1) —i

3 Demostrar que, si P es una matriz n X n cuyos vectores columna son todos de longitud 1 y mutuamente
ortogonales, entonces P es ortogonal.
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Funciones de varias
variables

;Sabe usted? Todos nos hicimos matemdticos
por la misma razon: éramos perezosos.
—Max Rosenlicht (1949)

Hasta ahora hemos estudiado mayormente funciones de una variable, esto es, funciones cuyo dominio
es un conjunto de mimeros reales y cuyo rango es también un conjunto de nimeros reales. Sin
‘embargo, la descripcion de muchos fenémenos econémicos exige considerar un nimero grande de
variables de manera simultinea. Por ejemplo, la demanda de un bien depende del precio del bien,
de los gustos del consumidor, de las rentas de los diferentes consumidores, y de los precios de los
bienes complementarios y sustitutivos, entre otras cosas. Asi esta demanda es esencialmente una
funcién de varias variables.

Lo que los economistas necesitan son, en su mayor parte, generalizaciones sencillas de las
funciones de una variable y sus propiedades. La mayoria de las dificultades surgen en el paso de
una variable a dos. Parece sensato, por tanto, estudiar primero las funciones de dos variables para
luego abordar las de més. No se puede olvidar, sin embargo, que hay muchos problemas econémicos
interesantes que se pueden representar matemdticamente s6lo con el uso de las funciones de un
nimero mayor de variables.

15.1 FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES

Comenzamos con la definicién siguiente:

Una funcién f de dos variables z e y con dominio D C R? es una regla que asigna un niimero
especifico f(z,y) a cada punto (z,y) € D.

390

(15.1)
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Ejemplo 15.1

Consideremos la funcién f que asigna el nimero 2z + z?y> a todo par de niimeros (z,y). La
funcién f se define asi por la férmula

fz,y) =22 + 2’
{Cuénto valen f(1,0), f(0,1), f(—2,3)y f(a +1,b)?
Solucion: f(1,0) = 2-1+12-0> =2, f(0,1) =2-04+0%-1> =0,y f(-2,3) =
2(—2) 4+ (—2)%-3* = —4 4+ 4 - 27 = 104. Finalmente calculamos f(a + 1,b) sustituyendo =
pora+ 1 ey por b en la férmula de f(z,y), lo que da f(a +1,b) =2(a+ 1) + (a + 1)%°.

Ejemplo 15.2
Un estudio de la demanda de leche hecho por R. Frisch y T. Haavelmo hallé la relacién
208
r=A—< (A es una constante positiva) (%)
p 9

donde x es el consumo de leche, p es su precio relativo y 7 es la renta por familia. Esta
ecuacion define a £ como funcién de p y r. Nétese que el consumo de leche aumenta cuando
T crece y disminuye cuando el precio aumenta, lo que parece razonable.

Ejemplo 15.3 .
Una funcién de dos variables que aparece en muchos modelos econdémicos es

F(z,y) = Az%® (A, a, b constantes) _ (15.2)

Normalmente se supone que F' estd definida solamente paraxz > O ey > 0, a veces parax > 0
e y > 0. Esta F' se llama una funcién de Cobb—Douglas.! Nétese que la funcién definida en
(%) del Ejemplo 15.2 es una funcién de Cobb-Douglas, porque tiene la forma z = Ap~!>r2%,

Otro ejemplo de una funcién de Cobb-Douglas, es la siguiente estimacién de la funcién de
produccién de una cierta pesqueria de langostas:

F(S,E) =2,26S"E*® (%)
donde S designa la reserva de langostas, E el trabajo invertido y F'(S, E) las capturas.

Ejemplo 15.4
Si F' es la funcién de (15.2), hallar una expresién de F'(2z,2y) y de F(tz,ty), donde £ es un
nimero positivo arbitrario. Hallar F'(£S, {E) para la funcién en (**)

Solucion:
F(2z,2y) = A(2x)%(2y)® = A2%29259% = 2920 Ax%yP = 2°"0F(z, y)
F(tz, ty) = A(tz)*(ty)® = At®z®tPy® = 190 Az®y® = t*0F (a, y)
F(tS,tE) = 2,26(tS)"(tE)** = 226t%* 5% {*¥ g0 — {992 (S F)

La dltima relacién prueba que, si multiplicamos S' y E por el factor £, las capturas vendrn
multiplicadas por %% como miximo. Si t = 2, por ejemplo, esta férmula prueba cémo,
doblando las reservas y el trabajo, las capturas son algo menos del doble, esto es, 2% ~ 1,89
veces como maximo.

! La funcién de (15.2) se llama asi por dos investigadores norteamericanos, C. W. Cobb y P. H. Douglas, que la aplicaron
(con a + b = 1) en un articulo sobre la estimacién de funciones de produccién, publicado en 1927. De hecho se le deberfa
llamar una “funcién de Wicksell” porque el economista sueco Knut Wicksell (1851-1926) introdujo estas funciones antes de
1900. Véase B. Sandelin, “On the origin of the Cobb~Douglas production function”, Economy and History, 19, (1976); pp.
117-123. :
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Funciones de mas de dos variables

Muchas de las funciones mds importantes que se estudian en economia, como el producto nacio-
nal bruto de un pais, dependen de manera compleja de un gran mimero de variables. En algunos
modelos abstractos, puede bastar el enunciar que existen las conexiones sin especificar con mas deta-
lle esta dependencia. En este caso decimos solamente que el producto nacional bruto es funcién
de las distintas variables. El concepto de funcidén que damos es una generalizacién directa de la
definici6n (15.1).

Una funcién f de n variables z,,...,Z, con dominio D C R" es una regla que asigna un

niimero especifico f(zi,...,Z,) a cada n-vector (zy,...,T,) € D. (153)

Veamos algunos ejemplos de funciones de varias variables en economia.

Ejemplo 15.5
(a) T. W. Schultz calculé que la demanda de aziicar en EE.UU. durante el periodo 1929-1935
se podia describir aproximadamente por la férmula

z = 108,83 — 6,0294p + 0,164w — 0,4217t
La demanda & de aziicar es una funcién de tres variables: p (el precio del azicar), w (un
indice de produccién) y t (el afio, con ¢t = O correspondiendo a 1929).

(b) R. Stone hallé la férmula siguiente para la demanda de cerveza en Inglaterra:

0,136 _—0,727 0,914 0,816
Ir = 1,058 IIJI’ 1132 ’ 1133’ 1134’

La cantidad demandada z es una funci6én de coatro variables: z; (la renta del individuo),
z, (el precio de la cerveza), 3 (un indice general de precios de otros bienes) y x4 (la
fortaleza de la cerveza).

La funcién mds sencilla de las del Ejemplo 15.5 es (a). Las variables p, w y t aparecen con
exponente 1 y estin multiplicadas por constantes. Estas funciones se llaman lineales. En general,

(@, Zy,...,Zp) = 01T + Q2T2 + -+ -+ ApTp + b (15.4)

con ay, s, ..., G y b constantes, es una funcién lineal’ de n variables. El Ejemplo 15.5(b) es un
caso particular de la funcién general de Cobb—-Douglas

F(zy,2),...,25) = AzP'z3* .. .z2» (A, ay, ..., ap son constantes, A > 0) (15.5)

definida para z; > 0,z, > 0,...,Z, > 0. Nos encontraremos con esta funcién muchas veces a lo
largo de este libro.
Nota: Si comparamos la funcién lineal de (15.4) con la funcién de Cobb—-Douglas (15.5), esta dltima

es, por supuesto, mas complicada. Supongamos, sin embargo, que A >0y x; > 0,...,2, > 0.
Tomando el logaritmo natural en cada miembro de (15.5) se obtiene
InF=mA+a/Inz;+ayInz, +---+a,Inz, (15.6)

Esto prueba que la funcién de Cobb—Douglas es log-lineal (o In-lineal) porque In F' es una funcién
lineal de Inz,, Inz;,...,Inz,.

2 Esta terminologia es muy comiin, aunque ios matemaiticos insistan en que se les deberfa llamar funciones afines si b # 0
y lineales sélo si b = 0. '
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Ejemplo 15.6
Supongamos que los resultados de 12 observaciones de una cantidad son 71 niimeros positivos
T, T3, ..., Tn. En estadistica se usan varias medidas diferentes para los valores medios. Las

mas comentes son

1
la media aritmética: T4 = —(z; + T2+ -+ Tp) (1)
n
la media geométrica: T = Vri1,y... Ty (2)
’ 1
la media arménica: g = 771 i i (3)
_<_+—+...+__>
n\r, = Tp .
Nétese que T 4 es una funcion lineal de z,,. .., T,, mientras que TG y g son funciones no lineales

(Z¢g es log-lineal).

Por ejemplo, si los resultados de 4 observaciones han sido ; = 1, T, =2, 3 =3y x4 =4,
entonces se tiene que T4 = (1+2+3+4)/4=25Fc=v1-2-3-4=+v24=~221,y &y =
[(1/1+1/2+1/3+1/4)/4]7" = 48/25 = 1,92. Vemos que, en este caso, 2y < ¢ < Za,
pero ocurre que estas desigualdades son ciertas en general:

Ig<Tcg<Za 4)

En el Ejemplo 1.3 de la Seccién 1.4 hemos demostrado que T < I4 para n = 2. Véanse
también los Problemas 9 y 10 para justificar Tz y el Problema 11 para una demostracién de las
desigualdades (4).

Dominios

En las funciones que se estudian en economia hay normalmente restricciones explicitas o implicitas
en el dominio de variacién de las variables. Por ejemplo, suponemos casi siempre que la cantidad z;
de un bien es no negativa, o sea que ; > 0. En economia, es frecuentemente de importancia capital
el definir claramente los dominios de las funciones que se usan.

Al igual que en el caso de las funciones de una variable, suponemos, a menos que se diga lo
contrario, que el dominio de una funcién definida por una formula es el mayor dominio en el cual la
Jformula tiene sentido y da un valor tinico.

El dominio de las funciones de dos variables z, y, es un conjunto de puntos del plano zy. A
veces es 1til dibujar el dominio en el plano zy. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 15.7
Hallar los dominios de las funciones dadas por las férmulas siguientes y dibujar esos conjuntos
en el plano zy.

@ f@y)=ve-i+vy O g(m,y>=m§jm+m

Solucién:
(a) Para que v/z — 1y ,/y tengan s1gmﬂcado hay que exigir que £ > 1 e y > 0. El dominio
es, pues, el de la Flgura 15.1.

(b) (z*+y*— )1/2 = /2% + y? — 4 esté definida solamente si 72 + y? > 4. Mis ain, debe
ser 2 + y? # 4, pues el denominador debe ser distinto de 0. Finalmente hay que exigir
que 9 — (22 + %) > 0, 6 > + y* < 9. En resumen, se debe tener que 4 < z2 + 32 <9.
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Como la gréfica de 2+ y? = 72 es una circunferencia con centro en el origen y radio T, el

dominio es el conjunto de los puntos (x,y) que estd fuera de la circunferencia =% +y* = 4
(pero no sobre ella) y dentro de 2°+y* = 9 (pudiendo estar sobre ella). Este es el conjunto
de la Figura 15.2. '

FIGURA 15.1 FIGURA 15.2

Ejemplo 15.8 ' ;
Un individuo decide qué cantidades de m bienes distintos va a adquirir durante un cierto espa-
cio de tiempo. La teoria de la utilidad supone que el individuo tiene una funcién de utilidad
U(zy,x,,...,Zn) que representa las preferencias y que ésta mide la satisfaccién que el indi-
viduo obtiene al adquirir x; unidades del bien nimero 1, z, unidades del nimero 2 y as{
sucesivamente. Este es un ejemplo econémico importante de una funcién de n variables, al cual
volveremos varias veces.
Algunos modelos econémicos suponen que

U{z1,z2y...,2Zp) =a1In{zy — 1) + aoln(z2, — ) + -+ - + a, In(z, — ¢p)

donde las constantes {0 pardmetros) ¢;, ¢, ..., Cn Iepresentan las minimas cantidades “de
subsistencia” que debe tener el consumidor de los distintos bienes para poder subsistir. Algunas
de esas constantes c; pueden ser cero. Como In z esti definido sélo cuando z > 0, vemos que
la condicién para que U esté definida es que z; > ¢y, T > C2,...,Tn > Cp.

Problemas
1 Sea f(z,y) = xy®. Caleular £(0,1), f(—1,2) y f(a,a).

2 Sea f(z,y) = 32° — 2zy + . Calcular f(1,1), f(=2,3), f(1/z,1/y), [f(z + h,y) - f(z,y)l/hy
[f(z,y + k) — f(z,y)/k

3 Sea f(z,y) = 2% + 2zy + ¥
(a) Hallar f(—1,2), .f(ava) y .f(a + h’ b) - .f(aa b)
(b) Probar que f(2z,2y) = 2°f(z,y) ¥, en general, f(tz,ty) = t2f(z,y) para todo t.

4 Sea F(K,L) = 10K'2L'*, K >0, L > 0.
(a) Hallar F(1,1), F(4,27), F(9,1/27), F(3,v/2), F(100,1.000) y F(2K,2L).
(b) Hallar una constante a tal que F'(tK,tL) = t*F(K,L) paratodot > 0, K >0y L > 0.



Sec. 15.2 / Representacion geométrica de las funciones de varias variables 395

§ Ciertos estudios de economfa agraria emplean funciones de produccién de la forma ¥ = F(K,L,T),
donde Y es el volumen de la cosecha, K el capital invertido, L el trabajo y T la superficie de la explota-
cién agricola.

(a) Explicar el significado de F'(K +1,L,T) — F(X,L,T).
(b) Muchos estudios suponen que F’ es de Cobb-Douglas. ;Qué forma tiene F’ entonces?
(c) Si F es de Cobb-Douglas, hallar F'(tK,tL,tT) expreséndola en términos de t y F'(K, L, T).

6 Un estudio de la produccién de leche hallé que

0,015_0,250 0,350 0,408 _0,030
y=290z "2,z xy xS

donde y es la produccién de leche y x;, ..., &5 son las cantidades de cinco factores distintos. (Por
ejemplo, x, es trabajo y x; es consumo de hierba.)

(a) Si se doblan los factores de produccién, ;qué ocurre con y?

(b) Escribir la relacién en forma log-lineal.

7 Estudiar para qué valores de (, ) estdn definidas las funciones dadas por las férmulas siguientes y dibujar
los dominios para los casos segundo y tercero.

2 3
() =¥ ®) VZ- @+ © Va-Z @ E—1)

y—x+2
8 Averiguar para qué pares de nimeros (z,y) estdn definidas las funciones dadas por las férmulas siguientes

@ mez+y) O VEPVEIE-1 @ Vime-yVa-y

9 En un viaje en automévil se emplean 5 minutos de detencién en semiforos (a una velocidad media de 0
km/h), 10 minutos conduciendo por carreteras secundarias a una velocidad media de 30 km/h, 20 en una
carretera principal a una velocidad media de 60 km/h y 15 minutos de autopista a una media de 80 km/h.
Hallar el trayecto recorrido y la velocidad media.

Problemas avanzados

10 Supongamos que n méquinas A;, A, ..., Ap producen el mismo bien durante un tiempo T y que los
tiempos de produccién por unidad son respectivamente %, £, ..., t,. Probar que, si todas las méiquinas
son igualmente eficaces y han producido juntas exactamente lo mismo en el tiempo T', entonces el tiempo
de produccién por unidad de cada méquina es la media arménica tgdety, ty, ...t

11 En este problema usamos el Ejemplo 15.6 y las definiciones dadas en él. También, si f(x) es céncava en
el intervalo I y x4, T5,..., Tn, pertenecen a I, entonces por la desigualdad de Jensen (9.18), Seccién 9.6,

0 F(GE@tmt o)) 2 f@) 4 @)+t (o)

(a) Probar que, si T; = T, = -+ = T,, entonces Iy = Tq = FA.

(b) Sea f(zr) = Inz. Entonces f es céncava en (0,00). Probar que £¢ < £4 usando la desigual-
dad (*).

(¢) En la desigualdad Zg < Z 4, sustituir &, por 1/x,, T, por 1/x, ..., Tp, por 1/Z,. Demostrar que

Ty < Zg.

15.2 REPRESENTACION GEOMETRICA DE LAS FUNCIONES DE
VARIAS VARIABLES

En esta seccidn se estudia la manera de visualizar las funciones de varias variables, en particular las
de dos. '
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Superficies en el espacio tridimensional

Una ecuacién en dos variables z,y del tipo f(z,y) = c se puede representar en el plano mediante
una curva, que se llama su grifica. De manera andloga, una ecuacién g(z,y,z) = c en tres

variables x,y, z se puede representar por un cierto subconjunto del espacio tridimensional, que se

llama también la gréfica de la ecuacién. (Para recordar lo estudiado sobre el espacio tridimensional

véase la Seccién 12.3.) Esta gréfica consta de todas las ternas (z,y, z) que verifican la ecuacién, y

forman lo que se suele llamar una superficie en el espacio. Las ecuaciones

(@ z=a, (b) y=b () z=c

describen tres casos especialmente sencillos. En ellas se entiende que no hay otras restricciones para
las variables que las que se indican. Los puntos (z, y, 2) del espacio que verifican la ecuacién z = a
(sin restricciones para y y z) son los del plano de la Figura 15.3(a); las Figuras 15.3(b) y 15.3(c)
contienen las grificas de las otras dos ecuaciones, que también representan planos.

(a) (b) (c)

FIGURA 15.3

Algunos ejemplos mds interesantes de superficies en el espacio representadas por ecuaciones en
tres variables x, Y, z son los siguientes:

(d) pzr+qy+rz=m, () T+y*+74=4

Se puede dar una interpretacién econémica de la ecuacién (d). Supongamos que una persona gasta
una cantidad 7 de dinero en la compra de tres bienes, cuyos precios unitarios respectivos son p, ¢ y
T. Si compra = unidades del primero, y unidades del segundo y 2 unidades del tercero, el coste total
es pT + qy + r2. Por tanto, (d) es la ecuacién presupuestaria de esa persona porque sélo las ternas
(z,y, z) que la verifican representan compras cuando el gasto total es 7. Como explicamos en la
Seccién 12.5, la ecuacién (d) representa un plano en el espacio, el plano presupuestario. Como en
la mayoria de los casos debe ser £ > 0, y > 0y z > 0, la parte interesante del plano descrito por
la ecuacién (d) es el tridngulo de vértices P = (m/p, 0, 0) Q = (0,m/q,0) y R = (0,0,m/r),
representado en la Figura 15.4.

Consideremos ahora la ecuacién (e). Segin lo estudiado en la Seccién 12.4 (véase (12.16)), la
expresién =2 + y* + 22 = (z — 0)2 + (y — 0)? + (2 — 0)? es el cuadrado de la distancia desde el

_origen (0,0,0) al punto (x,y, 2). Por tanto, la grifica de (e) consta de todos los puntos (z,y, z)

cuya distancia al origen es igual a 2. Asi, la grifica es la superficie esférica de centro (0,0,0) y
radio 2, representada en la Figura 15.5. Si se sustituyera (e) por la desigualdad x? + 2 + 22 < 4,
el conjunto correspondiente seria la esfera sélida.
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R =(0,0,m/r)
pr+qy+rz=m

Q = (07 m/‘]vo)

P = (m/p,0,0)
FIGURA 15.4 FIGURA 15.5
La grafica de una funcién de dos variables

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables definida en un dominio A del plano zy. Por defini-
cion, la gréafica de la funcién f es la de la ecuacién 2z — f(z,y) = 0. Si f es una funcién “que se
comporta bien”, su grifica es una superficie lisa del espacio, como la que muestra la Figura 15.6.

. T
FIGURA 15.6 Grafica de z = f(x, y).

Este método de representar graficamente una funcién de dos variables nos ayuda a visualizar su
comportamiento en términos generales. El inconveniente es que requiere una cierta habilidad artistica
el representar en s6lo dos dimensiones la grifica de z = f(,y) que es un subconjunto del espacio
tridimensional. Como consecuencia de esto, casi no se van a poder usar estos grificos para realizar
medidas cuantitativas. Sin embargo, se pueden dibujar grificas de funciones de dos variables muy
facilmente usando los recursos de los modernos programas de computadores. Describimos ahora un
segundo método que funciona mejor en general.

Curvas de nivel para z = f(x,y)

Los cartégrafos dibujan caracteristicas topograficas de la superficie terrestre, como colinas y valles,
en un mapa plano. Para ello dibujan curvas de nivel, que son contornos que unen puntos del mapa
que representan posiciones del terreno con la misma altitud sobre el nivel del mar. Estan, por
ejemplo, las curvas de nivel de los 100 metros sobre el nivel del mar, las de 200, 300 y 400 y asi
sucesivamente. Cuando esas curvas de nivel estin muy juntas hay una pendiente muy pronunciada.
El estudio de los mapas da asi una idea razonablemente buena de las variaciones de altitud del
terreno.

Podemos usar la misma idea para representar geométricamente una funcién z = f(z,y) arbi-
traria. Para ello se corta la grifica de la funcién en el espacio tridimensional por planos horizontales,
esto es, paralelos al plano zy. Luego se proyectan esas intersecciones perpendicularmente sobre el
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plano zy. Si el plano por el que hemos cortado es z = ¢, la proyeccitn de la interseccién sobre el
plano zy se llama la curva de nivel de f de cota c. La curva de nivel serd, pues, la curva plana de

ecuacion
f (.’lt, y) =cC

La Figura 15.7 proporciona una imagen de esta curva de nivel.

Yy
z,y)=c

FIGURA 15.7 La gréfica de z = f(x, y) y una de sus curvas de nivel.

Ejemplo 15.9
Consideremos la funcién de dos variables definida por la ecuacién

z =1z +y* (1)

{Cudles son las curvas de nivel? Dibujar un conjunto de curvas de nivel y la grifica de la
funcién. -

Solucién: La variable z toma sélo valores > 0. Las curvas de nivel son las de ecuacién
z? + y2 =c )

donde ¢ > 0. Vemos, pues, que son circunferencias en el plano xy con centro en el origen y
radio +/c, véase Figura 15.8.

Referente a la grifica de (1), sabemos que todas las curvas de nivel son circunferencias.
Para y = 0 la ecuacién queda z = x%. Esto prueba que la grifica de (1) corta al plano Tz en
una paribola, (nétese que el plano zz tiene como ecuacién y = 0). De manera andloga vemos
que, para T = 0, tenemos z = Y2, que es la grafica de una parabola en el plano yz. Se deduce
de esto que se obtiene la grifica de (1) al hacer girar la paribola z = x? alrededor del eje z.
Asf la superficie se llama un paraboloide de revolucién y viene representada en la Figura 15.9,
que también muestra las curvas de nivel en el plano zy.

y

c=35
c=4
c=3

NS
Y/

FIGURA 15.8 ' FIGURA 15.9
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Ejemplo 15.10
Supongamos que F'(K, L) designa el nimero de unidades producidas por una empresa cuando
el capital es K y el trabajo L. Una curva de nivel de esta funcién es una curva del plano KL
con una ecuacién del tipo

FK,L)=Y, (Yy es constante)
Esta curva se llama una isocuanta, nombre que significa “igual cantidad”. Las Figuras 15.10
y 15.11 muestran la grifica y algunas isocuantas de una funcién de Cobb-Douglas F'(K, L) =

AK*Lb cona+b < 1y A > 0. Es conveniente ver la superficie de la Figura 15.10 desde
una perspectiva distinta a la usada para las otras figuras de esta seccion.

Y=
Y= (5]
Y = (]
* K
K
FIGURA 15.10 FIGURA 15.11
Ejemplo 15.11
Probar que todos los puntos (x,y) que verifican £y = 3 estdn sobre una curva de nivel de la
funcién ( 2
3(xy +1
g(z,y) = FoT ey

Solucién: Sustituyendo xy = 3 en la expresién de g obtenemos
_3(@y+1* 33+1)P 48 3

S o(xyr—-1 3*—-1 80 5
Para todo (z,y) tal que y = 3, el valor de g(x,y) es constante e igual a 3/5. Esto significa
que zy = 3 est4 dentro de la curva de nivel de g, de cota 3/5.

De hecho, para todo ¢ # +1, £y = c es la ecuacién de una curva de nivel de g porque
g(z,y) =3(c+ 1)?/(c* —1)sizy =c.

g(z,y)

Otras superficies del espacio tridimensional

El dibujar a mano graficas de ecuaciones en tres variables no es una tarea sencilla. Sin embargo,
en la actualidad, hay una buena cantidad de programas de computador que dibujan ficilmente super-
ficies del espacio tridimensional. Dos de estas superficies dibujadas por computador son las de las
Figuras 15.12 y 15.13. La Figura 15.12 se asemeja a un balén de rugby.
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FIGURA15.12 x?/a+y? /PP +22/c* =1. FIGURA 15.13 z = x* — 3x2)2 + y*.

Funciones de n variables y el espacio euclideo
n-dimensional R"

No hay una interpretacién geométrica visual concreta para funciones de n variables cuando n > 3.
Sin embargo, los economistas siguen usando en estos casos €l lenguaje geométrico, aun cuando no
estén haciendo geometria. Es usual llamar espacio euclideo 72-dimensional al conjunto de todas las
n-uplas (z,,Z,,...,T,) de nimeros reales, y designarlo por R*. Para n = 1, 2, 3 hay interpre-
taciones geométricas visuales de R™: la recta, el plano y el espacio tridimensional, repectivamente.
Para n > 4 no hay interpretacién visual, pero sigue habiendo geometria y por eso se usa el lenguaje.

Si z = f(x,x;,...,Z,) es una funcién de n variables, llamamos la grifica de f al con-
junto de todos los puntos (1,23, . ..,Zn, f(Z1,T2,-..,Zn)) de R**! tales que (21, T2, .- -, Zn)
pertenece al dominio de f. Llamamos también a esta grifica, por similitud, una superficie o, mas
exactamente, una hipersuperficie de R™**L. Si 25 es un nimero, el conjunto de los puntos de R"
que verifican f(z, Z,,...,2Zn) = zo se llama una superficie de nivel de f.

En teoria de la produccién es usual dar a las superficies de nivel un nombre diferente. Si
x = f(v,v2,...,v,) es la cantidad producida -a partir de las cantidades vy, s, ..., Vg, de
los distintos factores de produccion, las superficies de nivel f(vy,v,,...,vn) = Zo (constante) se
llaman isocuantas, como en el Ejemplo 15.10.

Continuidad

Se puede generalizar a funciones de varias variables el concepto de continuidad para funciones de
una variable. Hablando informalmente, una funcién de n variables es continua si cambios pequefios
en las variables independientes producen cambios pequefios en los valores de la funci6n. Al igual
que en ¢l caso de una variable, tenemos la siguiente regla util:

Toda funcién de n variables que se puede construir a partir de funciones continuas por opera-
ciones de adicién, sustraccion, multiplicacién, divisién y composicién de funciones es continua
alli donde esté definida.

Si una funcidén de una variable es continua, seguira siéndolo cuando se le considere como funcién de
varias variables. Por ejemplo, f(z,y,2) = z* es una funcién continua de z, y, z porque cambios
pequefios de z, ¥ y 2 producen cambios pequefios de z2..
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Ejemplo 15.12
(Doénde son continuas las funciones dadas por las férmulas siguientes?
2 2,5 zy — 3
a T,Y,2)=TYy+8ryz—=z 82 b Y) = 5————
(@ f(z,9,2) Y y y+ (b} g(z,y) 714

Solucion:

(a) La funcién f estd definida y es continua para cualesquiera valores de z, y, z por ser suma
de productos de potencias.

(b) La funci6én g estd definida y es continua para todo (T, y) excepto los de la circunferencia
72 + y? = 4. En ellos el denominador es cero, luego g(z,y) no estd definida.

Problemas

1 Dibujar las gréificas de las funciones siguientes en el espacio tridimensional, asf como un conjunto de
curvas de nivel de cada una de ellas:

(a) 2=3-xz—y (b) z=m

2 Probar que z°> + 4* = 6 es una curva de nivel de f(z,y) = /727 + yZ — 22 — ¥* + 2 y que todas las
curvas de nivel de f son circunferencias con centro en el origen.

3 Probar que 2% — y* = c estd en una curva de nivel de f(z,y) = % e~V + x* — 22y + y* para todo
valor de la constante c.

4 Sea f(x) una funcién de una variable y definamos la funcién g de dos variables por la relacién g(z,y) =
f(x). Nétese que y no aparece en la férmula de g. Explicar c6mo se puede obtener la grifica de g a
partir de la de f. Hacer el dibujo en el caso particular f(z) = —z°.

5 Explicar por qué dos curvas de nivel de 2 = f(x,y) correspondientes a cotas diferentes no se cortan.

15.3 DERIVADAS PARCIALES EN DOS VARIABLES

Cuando estudiamos una funcién y = f(z) de una variable, la derivada f'(z) mide la tasa de
variacién de la funcién cuando x cambia. Para funciones de dos variables’2z = f(z,y) queremos
ver la velocidad de variacién de la funcién respecto de los cambios de valores en las variables
independientes. Por ejemplo, si f(z,y) son los beneficios de una empresa cuando se usan cantidades
"z e y de dos materias primas distintas, queremos saber c6mo y cudnto crecerdn los beneficios al
variar T € §.
Consideremos la funcién
z=a°+2y° (1)
Supongamos primero que y se mantiene constante. Entonces 2y es constante y la tasa de variacién
de z respecto de x estd dada por
dz 32
de T
Por otra parte podemos dejar z fijo en (1) y estudiar c6mo varfa 2 cuando y cambia. Esto significa
hallar la derivada de z con respecto a y manteniendo  constante. El resultado es

_,
dy_y
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Se pueden estudiar otros tipos de variaciones, por ejemplo cuando = € y cambian simultdneamente.
En esta Seccién nos vamos a limitar a considerar variaciones bien de x o de y.

Cuando trabajemos con funciones de dos variables, escribiremos 8z/8z en lugar de dz/dz
para designar a la derivada de z respecto a . De la misma manera escribimos z/8y en vez de
dz/dy. Tenemos, por tanto,

0z

r=d = 23y 2y
Oz Jy

Damos en general las siguientes definiciones:

Sea z = f(z,y). La derivada parcial de z (o f) con respecto a , denotada por 0z/9z, es
la derivada de f(x,y) con respecto a & cuando y se mantiene constante. La derivada parcial
de z (o f) con respecto a y, denotada por 9z /8y, es la derivada de f(z,y) con respecto a y
cuando ¥ se mantiene constante.

(15.7)

Si z = f(z,y) se escribird también 8z/8x = Of/0x 6 8z/dy = Of/By. Nétese que Jf /O es
la tasa de variacién de f(,y) con respecto a £ cuando y es constante, y lo anlogo para 0 f/dy.

Normalmente son féciles de calcular las derivadas parciales de una funcién z = f(x,y). Para
calcular 8f/dz considérese la y como constante y derivese f(z,y) con respecto a £ como si f
fuera funcidn sélo de x. Se pueden aplicar a las derivadas parciales todas las reglas de derivacién de
funciones de una variable. Veamos algunos ejemplos mds.

Ejemplo 15.13
Calcular las derivadas parciales de las funciones siguientes:
Ty
@ fl@,y)=2"y+2%’+z+y" (b) f(xay)=m

Solucion:
(a) Tenemos

0
32 322y + 22y + 1 (y permanece constante)
Of _ 5.2
0= F +2z°y + 2y (z permanece constante)
Y
(b) La regla de derivacién de un cociente da
of yl@®+y*)—20xy Y —2%y of -9’z
oz (22+y)* (@ +y?) Oy (2P+y?)

Obsérvese que la funcién en (b) es simétrica en . e y, en el sentido de que el valor de
la funcién no varia si intercambiamos « € y. Asi, intercambiando ¢ y en la férmula de
Of /0, hallamos la férmula correcta para 8f /dy. Calcular 8f /8y de la manera usual y
comprobar que la respuesta anterior es correcta.

Se usan otras muchas notaciones para las derivadas parciale? de z = f(z,y). Algunas de las

mas comunes son of 5 o )
0% e =z = HEY)
6:1: - ax za: z(zay) fl(x7.y) az .
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af 0z ’ ’ / af(z,y)

% = % =2y = fy(z’y) = fz(-’l:,y) = —'a—y—
Las mis satisfactorias de entre ellas son f{(z,y) y f;(z,y). Los subindices numéricos se refieren
a las posiciones de las variables en la funcién. Asi f| designa a la derivada parcial con respecto a
la primera variable, y f, con respecto a la segunda. También observamos que las derivadas parciales
son, a su vez, funciones de « e y. Finalmente, fi(a,b) y fj(a,b) designan los valores de las
derivadas parciales en el punto (a,b) en vez de en el punto genérico (z,y). Por ejemplo, enTa
funcién del Ejemplo 15.13(a),

flz,y) = Ly+ 2+ +y = fi(z,y) = 32y + 2zy’ + 1

luego £{(0,0) = 1y f{(—1,2) =3(-1)22+2(—-1)22 +1 = —1.
Se usan a menudo las notaciones f.(z,y) y flll (z, y), sobre todo en conexidén con las funciones
compuestas, pero a veces estas notaciones son ambiguas. Por ejemplo, ;qué significa f(z2y, z—vy)?

Derivadas parciales de orden superior

Si z = f(z,y), entonces f /Ox y Of/Oy se llaman las derivadas parciales de primer orden o
derivadas parciales primeras. Esas derivadas parciales son, a su vez, funciones de dos variables.
A partir de 8f/9z, podemos construir dos nuevas funciones tomando las derivadas parciales con
respecto a T ¢ y. De la misma manera podemos tomar las derivadas parciales de df/3y con
respecto a £ e y. Las cuatro funciones asi obtenidas se llaman las derivadas parciales de segundo
orden, o derivadas parciales segundas, de f(z,y) y se les designa por

of\ _9f of\ _ 9f
Bz(az) "~ 9x?’ 8y(8z> " dydz
of\ _ Of of\ _ o°f
az<ay> ~ dzdy’ ay(@y) "~ oy
Por razones de brevedad hablamos a veces de las ‘parciales primeras y segundas”, suprimiendo la
palabra “derivadas”.

Ejemplo 15.14
Para la funci6én del Ejemplo 15.13(a) tenemos
8*f 2 o*f 6*f ’>f
—~ =6y +2 =32 +4zy = , =2z%+2
azz ~ YT Buar Y= bz8y’ 9y

Usamos otros tipos de notacién para las derivadas parciales segundas; por ejemplo 8% f / Oz? se
designa también por f{;(z,y) 6 f2.(z,y). De la misma manera 82 f /8yOz se puede escribir como
15(Z,y) 6 my(.ﬂv: 7). Nétese que la notacién f]5(z,y) significa que se deriva primero f(z,y) con
respecto a la primera variable, Z, y luego con respecto a la segunda, y. Para calcular f;(z,y) hay
que derivar en orden inverso. En el Ejemplo 15.14, esas dos derivadas parciales segundas “mixtas” (o
“parciales cruzadas”) son iguales. Este va a ser el caso para la mayorfa de las funciones z = f(z,y),
es decir que ) )
- &f_ S 155)
0zx0y Oyor

En el Teorema 15.1 de la Seccién 15.5 se dan condiciones suficientes para que una funcién f verlﬁ-

que la igualdad en (15.8).
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Es muy importante recordar el significado exacto de los distintos simbolos que hemos introdu-
cido. Por ejemplo, si consideramos (15.8), serfa un error creer que las dos expresiones son iguales
porque OzJy es lo mismo que OyOdz. Lo correcto es que la expresién de la izquierda es la derivada
de 0f /0y con respecto a x, y la de la derecha es la derivada de 8 f/0z con respecto a y. Es un
hecho notable, en absoluto trivial, que las dos coinciden en muchos casos. Ponemos otro ejemplo.
Es claro que 8%z/0z? es distinto de (9z/0z)>. En efecto, si z = 2 + 32, entonces 8z/0z = 2.
Por tanto, 8%z/8z* = 2, mientras que (0z/0z)? = 4a2.

De manera similar definimos las derivadas parciales terceras, cuartas, asi como las de 6rdenes

superiores. Por ejemplo, escribimos 8*2/0z0y’ = z,,, . para indicar que derivamos z tres veces

con respecto a ¥ y luego derivamos el resultado con respecto a z.
Damos otro ejemplo.

Ejemplo 15.15
Si f(z,y) = z°e¥’, hallar las derivadas parciales primeras y segundas en (z,y) = (1,0).
Solucién: Para hallar fi(z,y) derivamos eV’ con respecto a = considerando a ¥ como una
constante. Si ¥ es constante, también lo es eyz. Por tanto,
Sflz,y) =322 yasi f](1,00=3-1%" =3
Para hallar f,(z,y) derivamos f(z,y) con respecto a y considerando a £ como una constante:
f(@,y) = ’2ye’ =22'ye?’  yast  f}(1,0)=0

Para calcular la parcial segunda f|](z,y) hay que derivar f{(z,y) con respecto a z otra vez,
considerando a ¥ como una constante:

"x,y) =6ze¥  yasi  fI'(1,0)=6- 1e¥ =6

Para calcular fJ,(x,y) hay que derivar f}(z,y) = 2z’ye?" con respecto a y considerando a

T como una constante. Como yey2 es producto de dos funciones en ¥, usamos la regla del
producto y obtenemos

() = 2z°)(1 - e¥ +y2ye?’) = 22%¢¥ + 4z’yPe?

Evaluando esta derivada en (1, 0) obtenemos f5,(1,0) = 2. Ademds,

0 0 2 2 2
[z, y) = éz[fll(m,y)] = a—y(3$26y) = 3z%2ye¥ = 6x’ye?

0 0 2 2
1@ 9) = o @) = o @eye”) = 6Py
Por tanto, f{5(1,0) = f,1(1,0) = 0.

Aproximaciones de las derivadas parciales

Recuérdese que, para funciones f(z) de una variable z, podemos a menudo tener una buena apro-
ximacién de f'(z) calculando f(z + 1) — f(z) (véase Ejemplo 4.5 en la Seccién 4.3). Como
fL(z,y) es la derivada de f(z, ) con respecto a T considerando a i como constante, obtenemos la
aproximacidn correspondiente escribiendo

fo@,y) ~ f(z + 1,y) - f(=,y)
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En palabras:
La derivada parcial f_(z,y) es aproximadamente igual a la variacién de f(z,y) que resulta al (15.9)
aumentar = en una unidad manteniendo ¥ constante. )
La derivada parcial f;(:v, y) es aproximadamente igual a la variacién de f(z,y) que resulta al (15.10)
aumentar ¥ en una unidad manteniendo T constante. )

El nimero f.(z,y) mide la tasa de variacién de f con respecto a z. Si f,(z,y) > 0, un aumento
pequefio en z significa un aumento de f(x,y). Cuanda la aproximacién de (15.9) es admisible,
decimos que f.(z,y) > O significa que un aumento unitario en z produce un aumento de f(z, ).
De manera andloga, f,(z,y) < O significa que un aumento unitario en & produce una disminucién
de f (w ) y) ’

Nota: Se deben usar con precaucién las aproximaciones (15.9) y (15.10). Hablando grosso modo,

no serdn demasiado inexactas siempre que las derivadas parciales no varien mucho en los intervalos
correspondientes.

Ejemplo 15.16
Hemos estudiado la funcién £ = Ap~ en el ejemplo 15.2. Calcular las derivadas parcia-
les de x con respecto a p y 7, discutiendo sus signos.

1,5,42,08

Solucion: Tenemos que

Io)}
_:1: — _1,5Ap—2757.2,08’ el 2,08Ap—1,57.1,08
Op or

Como A, p y 7 son positivos, 0z /0p < 0y Oz/8r > 0. Estos signos estdn de acuerdo con
las notas finales del Ejemplo 15.2.

or

Problemas

1 Hallar 3z/8z y 3z /0y para las funciones siguientes:
(a) z=ux%+3y (b) z=uzy (c) z =5z —2zy° (d) z=e""Y
(e) z=¢€" (f) z=€"/y (8) z=In(z+y) (h) z=In(zy)

2 Hallar f|(z,y), f,(z,y) y fi5(z,y) para las funciones siguientes:
(@) fy)=2"—y (b) f(z,y)=2’Iny © fl@.y) =" -2y

3 Hallar todas las derivadas parciales de primero y segundo orden de las funciones siguientes:
(a) z=3z+4y (b) 2=z (;%/z =2 —3z%y +4°
@ z=a/y @ z=@-w/@ty O z=V/Ery

4 Sea F(S, E) = 2,26 S%* E>*® (véase Ejemplo 15.3).
(a) Calcular Fg(S, E) y Fg(S, E).
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(b) Probar que SFg + EFy = kF para una constante k.
5 Demostrar que, si z = (az + by)?, entonces 2, + yz; = 2z.

6 Hallar todas las derivadas parciales primeras y segundas de las funciones siguientes:
(a) z=a2+e% (b) z=yhz (c) z=mxy* — €Y

7 Sea f(z,y) = £Iny—y?2*¥. Hallar todas las derivadas parciales primeras y segundas en (z,y) = (1, 1).

1
8 Sea 2z = Eln(a:2 + y*). Probar que 8%z/8z* + 8%2/0y* = 0.

Problemas avanzados

9 Calcular 87"92/3y10z? en (0, 0) para las funciones siguientes:
(@ z=eIn(l+y) () 2=y +y—1)

10 Demostrar que, si u = Az®y®, entonces

Lo (uhy\_ 10 (ul,
uy Oz \ uyuy, uy, Oy \ upuy,

15.4 DERIVADAS PARCIALES Y PLANOS TANGENTES

Las derivadas parciales de primer orden tienen una interpretacién geométrica interesante. Sea 2 =
f(z,y) una funcién de dos variables, con grifica como la de la Figura 15.14. Mantengamos el valor
de y fijo, igual a yo. Los puntos (z,y) de la grifica de f para los que y = Yo son los de la curva
K, de la figura. La derivada parcial f,(Zo,yo) es la derivada de 2 = f(z, yo) con respecto a Z en
el punto T = z, y es, por tanto, la pendiente de la recta tangente [, a la curva K, en £ = z;. De
la misma forma, fz’l(:vo, Yo) es la pendiente de la recta tangente I, a la curva K, en y = yq.

FIGURA 15.14

Esta interpretacién geoméirica de las dos derivadas parciales se puede formular de otra manera.
Imaginemos que la grifica de f describe una montafia, y supongamos que estamos situados en el
punto P de coordenadas (o, Yo, f(Zo,Yo)) en tres dimensiones, donde la altitud es de f(zo, Yo)
unidades sobre el plano zy. La pendiente del terreno en P depende de la direccién en que la
consideremos. En particular, consideremos la direccion paralela al eje . Entonces fa'_.(:vo, Yo) €s una
medida de la inclinacién del terreno en esa direccién. En la figura fL(zo,y0) es negativa, porque
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moviéndose desde P en la direccién del eje x positivo, bajamos. De la misma forma vemos que
fé (o, Yo) es una medida de la “inclinacién del terreno” en la direccién paralela al eje y positivo.
En la figura vemos que f;(xo, Yo) es positiva, lo que significa que la pendiente es de subida en esa
direccién. '
Las derivadas segundas “directas” f. y ;’y tienen también una interpretacién geométrica clara.

Consideremos la cur